
math-école

220

Novembre 2013



220
Novembre 2013

sommaire

Math-Ecole

Editorial� 3
Céline Vendeira Maréchal

Répartitions des sièges en politique au système proportionnel � 4
Augustin Genoud

Totems (5ème HarmoS) : 
Une activité mathématique pour apprendre à développer des stratégies de 
recherche� 9
Lucie Passaplan

Calculatrice et Plan d’Etudes Romand (PER) 

De la décomposition des nombres à la simplification des fractions� 14
Ruhal Floris

Le Kasan Kurosu ou le jeu des sommes croisées (Partie 2)� 20
Valentina Celi

1/9801 évolution du milieu d’une division un peu particulière (Partie 1)� 26
Christine Del Notaro

Le cas Richard� 30
Céline Vendeira Maréchal

A propos des nombres décimaux (Partie 2)� 33
André Scheibler

De la stratégie à la démarche, de la recherche au savoir� 38
Julien Sourgens, Camille Batardon, Catia Castronuovo

Comparez, c’est gagné ! 
Grandeur, mesure et optimisation� 44
Shaula Fiorelli Vilmart et Pierre-Alain Cherix

Labo-maths� 49
Thierry Dias



Math-École 220/novembre2013 3

Actualités

Editorial

Céline Vendeira Maréchal

Math-Ecole et l’enseignement en 
contexte spécialisé

Depuis la reprise de la parution de la revue 
Math-Ecole en février 2012, vous avez pu 
constater que certains articles proposent 
une réflexion spécifique sur l’enseignement 
en contexte spécialisé. Comme le men-
tionne clairement la politique éditoriale de 
la revue, Math-Ecole propose des articles 
sur l’enseignement et/ou la didactique 
des mathématiques liés à l’enseignement 
à tous niveaux, dont l’enseignement spé-
cialisé, pour lequel le manque de moyens 
d’enseignement et de propositions d’acti-
vités adaptées est souvent souligné par les 
professionnels.
Toutefois, vous verrez que, d’un numéro à 
un autre, l’offre peut passablement varier. 
Si nous regardons ce qu’il en est depuis le 
numéro spécial EMF de février 2012, nous 
constatons que 4 articles ont été consa-
crés aux questions de l’enseignement en 
contexte spécialisé dans le numéro 218 et 2 
dans le numéro 219.
Nous proposons ci-après un bref résumé 
des articles déjà parus afin de vous encou-
rager à les consulter en ligne à l’adresse  :  
www.math-ecole.ch/mathecole

1.	« Engager des élèves et des enseignants 
de classes spéciales dans des pratiques 
mathématiques  » par J.-M. Favre. Cet ar-
ticle est paru en deux parties. La première 
(Math-Ecole 218) propose une réflexion pé-
dagogique sur la façon d’aborder les ma-
thématiques dans une classe qui accueille 
des élèves présentant une déficience intel-
lectuelle et/ou des troubles de la personna-
lité, l’idée étant de s’interroger sur ce que 
peuvent être les mathématiques en classe 
spéciale et comment les aborder avec les 
élèves. 

2.	La deuxième partie (Math-Ecole 219) du 
même auteur propose la narration du dé-
roulement d’une séance dans une classe 
spécialisée.

3.	L’article de C. Cange « De l’expérience 
à la narration  » dans le Math-Ecole 218, 
correspond à une narration d’expérience 
d’un enseignant spécialisé qui s’est laissé 
surprendre lors d’une expérience mathé-
matique avec ses élèves. 

4.	L’article «  Chansons, rythmes et comp-
tage » de S. Dénervaud Ruchet (Math-Ecole 
218) décrit une partie d’une recherche 
d’une étudiante en formation enseigne-
ment spécialisé à la HEP Vaud. Cette étude 
est réalisée dans une école spécialisée 
qui accueille des enfants présentant des 
troubles envahissants du développement et 
s’intéresse à la construction du nombre en 
musique.

5.	L’article « Section du cube … en version 
géante » de Math-Ecole 218 de J. Serment 
décrit une séquence d’enseignement ori-
ginale dans une classe ressource avec des 
élèves du secondaire 1. Il s’agit d’un travail 
sur des sections du cube en version géante, 
afin de travailler les propriétés des triangles 
et des quadrilatères en géométrie. 

6.	Le dernier article de C. Vendeira Maré-
chal dans math-Ecole 219 décrit quelques 
pratiques caractéristiques des enseignants 
spécialisés genevois.
Ainsi, bien que ce présent numéro 220 ne 
propose qu’un seul article sur la thématique 
spécifique de l’enseignement des mathé-
matiques en contexte spécialisé, de nom-
breux articles suivront.
Et d’ailleurs, pourquoi ne pas partager vos 
expériences d’enseignant en proposant 
des articles pour notre revue ? Si vous êtes 
intéressés, vous pouvez vous référer aux 
rubriques « appel d’offres  » et «  soumission 
d’articles  » sur notre site Internet. Si vous 
avez un projet de contribution et que vous 
avez besoin d’un coup de pouce pour le ré-
aliser, le comité de rédaction est disponible, 
il suffit de nous écrire mathecole@ssrdm.ch.  

file:///D:/COUTAT/Mes%20documents/Dropbox/math-ecole/revue-Indesign/ME-220/220-articles/ 
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Répartitions des sièges 
en politique au système 
proportionnel 

Augustin Genoud1

En politique, la répartition des sièges lors 
d’une votation peut être faite de plusieurs 
manières  : en utilisant la règle de la majo-
rité, en répartissant les sièges proportionnel-
lement aux nombres de suffrages obtenus 
ou encore en mixant système majoritaire et 
système proportionnel. Du point de vue ma-
thématique, le système proportionnel est 
très intéressant. C’est celui qui fait l’objet de 
cet article qui présente les deux méthodes 
les plus souvent utilisées dans ce système 
ainsi qu’une troisième méthode, fruit de 
mon imagination. En fin d’article, quelques 
exercices permettront d’appliquer en 
classe le système proportionnel.

Trois méthodes de répartition

Répartir des sièges – donc des personnes 
– de manière proportionnelle aux nombres 
de suffrages obtenus est un véritable casse-
tête mathématique (à part des cas raris-
simes) car un siège ne peut être évidem-
ment attribué qu’à une seule personne. Dès 
lors, les modes de répartition sont nombreux 
et ont tous leurs avantages et désavan-
tages.

1  Augustin Genoud est l’auteur du livre « Les Clefs des 
Enigmes Mathématiques » paru en 2013. Ce livre ainsi 
que diverses curiosités mathématiques sont présentés 
sur son site : www.jeuxmath.ch

Les deux méthodes les plus couramment 
utilisées pour répartir des sièges sont la mé-
thode du Plus Fort Reste et celle de la Plus 
Forte Moyenne appelée aussi méthode du 
plus fort quotient. Dans ce qui suit, on ne 
tiendra pas compte du fait que, parfois, 
les partis n’ayant pas obtenu un pourcen-
tage minimal de suffrages sont exclus de 
la répartition des sièges. D’autre part, les 
nombres en écriture décimale sont systé-
matiquement arrondis au centième près. 
A l’aide d’un exemple, on va s’intéres-
ser aux deux méthodes, en essayant de 
comprendre les enjeux mathématiques. 
Les règlements d’application de ces deux 
méthodes peuvent différer dans certains 
détails, généralement sans influence sur la 
répartition des sièges. Nous avons donc for-
cément fait des choix arbitraires. On décou-
vrira ensuite une troisième méthode imagi-
née par l’auteur de l’article, appelons-la la 
méthode Genoud.
Neuf sièges doivent être attribués entre six 
partis A, B, C, D, E et F. Combien chaque 
parti va-t-il obtenir de sièges sachant qu’ils 
ont obtenu les nombres suivants de suf-
frages :
A : 8002   B : 4698   C : 3651
D : 2612   E : 1790   F : 1603
Dans les méthodes du Plus Fort Reste et de 
la Plus Forte Moyenne, la première réparti-
tion se fait de la même manière.
On effectue d’abord la somme totale des 
suffrages : 
8002  +  4698  +  3651  +  2612  +  1790  +  
1603 = 22356.
On cherche ensuite ce que l’on appelle le 
quotient électoral qui s’obtient en divisant 
la somme totale des suffrages par le nombre 
de sièges à distribuer. Dans notre exemple, 
le quotient électoral est 2484 (22356 : 9). Si 
ce quotient n’est pas un nombre entier, on 
prend la valeur approchée à l’unité, par 
excès.
Chaque parti va obtenir autant de sièges 
qu’il possède de fois le quotient électoral. 
C’est ainsi que dans une première réparti-
tion, on a ceci :
A 8002 : 2484 = 3,22 --> A obtient 3 sièges
B 4698 : 2484 = 1,89 --> B obtient 1 siège

Faisons ici une petite parenthèse pour 
dire que si on élargit le sujet à toutes les 
votations (système proportionnel et majo-
ritaire), cela va devenir très vite complexe 
comme le prouvent les trois liens donnés 
ci-dessous. On peut lire la suite de l’article 
sans passer par ces liens.
http://images.math.cnrs.fr/La-democra-
tie-objet-d-etude.html
http://images.math.cnrs.fr/Et-le-vain-
queur-du-second-tour-est.html
http://images.math.cnrs.fr/La-quete-du-
Graal-electoral.html

www.jeuxmath.ch
http://images.math.cnrs.fr/La-democratie-objet-d-etude.html
http://images.math.cnrs.fr/La-democratie-objet-d-etude.html
http://images.math.cnrs.fr/Et-le-vainqueur-du-second-tour-est.html
http://images.math.cnrs.fr/Et-le-vainqueur-du-second-tour-est.html
http://images.math.cnrs.fr/La-quete-du-Graal-electoral.html
http://images.math.cnrs.fr/La-quete-du-Graal-electoral.html
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C 3651 : 2484 = 1,47 --> C obtient 1 siège
D 2612 : 2484 = 1,05 --> D obtient 1 siège
E 1790 : 2484 = 0,72 --> E obtient 0 siège
F 1603 : 2484 = 0,65 --> F obtient 0 siège
On aurait pu obtenir la même répartition en 
faisant le tableau suivant :

Partis Nombre de 
suffrages

Nombre de 
sièges

Total 22356 9
A 8002 3,22
B 4698 1,89
C 3651 1,47
D 2612 1,05
E 1790 0,72
F 1603 0,65

Six sièges sur neuf ont été attribués. A partir 
de là, les méthodes diffèrent.

Méthode du Plus Fort Reste :
Cette méthode dit qu’il faut attribuer les 
trois sièges restants aux partis qui sont les 
plus proches d’avoir obtenu un siège sup-
plémentaire, autrement dit, ce sont ceux 
qui ont les plus forts restes. A a un reste de 
0,22, B de 0,89, C de 0,47, D de 0,05, E de 
0,72 et F de 0,65. C’est donc B, E et F qui 
ont chacun un siège supplémentaire. Avec 
cette méthode, on obtient finalement :
A = 3 sièges
B = 2 sièges
C = 1 siège

D = 1 siège
E = 1 siège
F = 1 siège

Méthode de la Plus Forte Moyenne :
Les partisans de cette méthode tiennent 
le discours suivant  : il faut que chaque élu 
représente le même nombre d’électeurs 
(donc de suffrages). Si le parti F a un siège 
avec 1603 suffrages (selon la méthode du 
Plus Fort Reste), il faut que le parti A en ait 
au moins 4 car 8002 : 1603 = 4,99.
Ils proposent alors d’attribuer les trois sièges 
manquants selon un procédé étonnant, 
en procédant à autant de répartitions qu’il 
reste de sièges à distribuer. Cette règle est 
importante, il faut absolument se la rappe-
ler. A chaque répartition, comme chaque 

parti revendique un siège supplémentaire, 
on va diviser le nombre de suffrages de 
chaque parti par le nombre de sièges qu’il 
a obtenus jusque là, augmenté d’une unité. 
Celui qui aura le plus grand quotient aura 
un siège supplémentaire.
Deuxième répartition  : (chaque parti voit 
son diviseur augmenter d’une unité)
A 8002 : 4 = 2000,5 --> A obtient 3 sièges
B 4698 : 2 = 2349 --> B obtient 1 sièges
C 3651 : 2 = 1825,5 --> C obtient 1 siège
D 2612 : 2 = 1306 --> D obtient 1 siège
E 1790 : 1 = 1790	 --> E obtient 0 siège
F 1603 : 1 = 1603 --> F obtient 0 siège

Sept sièges sont attribués. On passe à une 
nouvelle répartition.
Troisième répartition : (seul B voit son diviseur 
passer de 2 à 3)
A 8002 : 4 = 2000,5 --> A possède 3 sièges
B 4698 : 3 = 1566 --> B obtient 2 sièges
C 3651 : = 1825,5 --> C obtient 1 siège
D 2612 : 2 = 1306 --> D obtient 1 siège
E 1790 : 1 = 1790 --> E obtient 0 siège
F 1603 : 1 = 1603 --> F obtient 0 siège

Huit sièges sont attribués. On passe à une 
nouvelle répartition pour l’attribution du 
dernier siège.
Quatrième répartition : (seul A voit son divi-
seur passer de 4 à 5)
A 8002 : 5 = 1600,4 --> A obtient 4 sièges
B 4698 : 3 = 1566 --> B obtient 2 sièges
C 3651 : 2 = 1825,5 --> C obtient 1 siège
D 2612 : 2 = 1306 --> D obtient 1 siège
E 1790 : 1 = 1790 --> E obtient 0 siège
F 1603 : 1 = 1603 --> F obtient 0 siège

C’est B qui a le plus grand quotient (2349). 
C’est lui qui obtient le siège supplémen-
taire.

C’est A qui a le plus grand quotient 
(2000,5). C’est lui qui obtient le siège sup-
plémentaire.

C’est C qui a le plus grand quotient 
(1825,5). C’est lui qui obtient le dernier 
siège.
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Tous les sièges sont maintenant attribués.
La technique utilisée pour répartir les sièges 
dans la méthode de la Plus Forte Moyenne 
est surprenante. Par contre, elle peut s’ap-
pliquer aisément, par un procédé qui ne 
demande quasiment aucune connais-
sance des mathématiques.
Parfois, dans cette méthode, le quotient 
électoral est obtenu en divisant la somme 
totale des suffrages par le nombre de sièges 
à distribuer, plus un. Dans notre exemple, 
il serait égal à 2236 (22356  : 10). Ceci ne 
change pas la répartition des sièges mais 
en diminue parfois le nombre de réparti-
tions.
Pour bien comprendre les enjeux mathé-
matiques de cette méthode, imaginons 
une autre manière de distribuer les sièges, 
jamais utilisée en politique. Les partisans 
de cette méthode prétendent que si 1603 
suffrages ont suffi au parti F pour obtenir un 
siège, il faut que dans chaque parti, tout 
groupe de 1603 suffrages se voie attribuer 
un siège. Ils font alors la répartition suivante :

Partis Nombre de 
suffrages

Nombre de 
sièges

Total 1603 1
A 8002 4,99
B 4698 2,93
C 3651 2,28
D 2612 1,63
E 1790 1,12
F 1603 1

Avec un siège tous les 1603 suffrages, il fau-
drait 11 sièges en tout. Comme 1603 ne 
convient pas pour attribuer 9 sièges, il faut 
choisir un nombre supérieur à 1603 comme 
valeur étalon d’un siège de manière à ce 
que 9 sièges soient attribués. Il faut faire va-
rier cette valeur étalon.
Supposons que la valeur étalon soit 1900. 
On a alors le tableau suivant :

Partis Nombre de 
suffrages

Nombre de 
sièges

Total 1900 1
A 8002 4,21
B 4698 2,47
C 3651 1,92
D 2612 1,37
E 1790 0,94
F 1603 0,84

Cette fois, il n’y a que 8 sièges attribués. Es-
sayons alors avec 1800. On obtient :

Partis Nombre de 
suffrages

Nombre de 
sièges

Total 1800 1
A 8002 4,45
B 4698 2,61
C 3651 2,03
D 2612 1,45
E 1790 0,99
F 1603 0,89

Les 9 sièges sont maintenant attribués et 
on constate que chaque parti a obtenu le 
même nombre de sièges que par la mé-
thode utilisée en politique.
En comparant les répartitions obtenues 
par les deux méthodes, on constate que 
la méthode du Plus Fort Reste favorise les 
petits partis tandis que les grands partis sont 
avantagés par la méthode de la Plus Forte 
Moyenne. On notera également qu’avec la 
méthode de la Plus Forte Moyenne, il arrive 
qu’un même parti se voie attribuer plusieurs 
sièges après la première répartition, ce qui 
n’est jamais le cas avec la méthode du Plus 
Fort Reste.
Je me suis demandé s’il n’y avait pas une 
autre méthode qui soit un compromis entre 
les deux méthodes précédentes. J’ai alors 
imaginé ceci :

Méthode Genoud

Elle consiste à classer les résultats des partis 
dans l’ordre décroissant des suffrages obte-
nus comme c’est déjà le cas dans notre 
exemple (A > B > C > D > E > F). Ensuite, on 



Math-École 220/novembre2013 7

Secondaire I

va comparer chacun des partis avec tous 
les partis ayant obtenu moins de suffrage.
1) A contre B + C + D + E + F, soit 8002 contre 
14354 (4698 + 3651 + 2612 + 1790 + 1603).
2) B contre C + D + E + F, soit 4698 contre 
9656 (3651 + 2612 + 1790 + 1603).
3) C contre D + E + F, soit 3651 contre 6005 
(2612 + 1790 + 1603).
4) D contre E + F, soit 2612 contre 3393 (1790 
+ 1603).
5) E contre F, soit 1790 contre 1603.
Ainsi, le parti A qui a obtenu le plus de suf-
frages va se mesurer à tous les autres partis 
qui représentent 14354 suffrages :

Partis Nombre de 
suffrages

Nombre de 
sièges

Total 22356 9
A 8002 3,22
B+C+D+E+F 14354 5,78

A doit avoir 3 sièges et tous les autres 6 (car 
5,78 est plus proche de 6 que 3,22 de 4). 
A aura 3 sièges et les autres partis doivent 
se répartir 6 sièges. Maintenant, B doit être 
confronté à tous les partis qui ont moins de 
sièges que lui :

Partis Nombre de 
suffrages

Nombre de 
sièges

Total 14354 6
B 4698 1,96
C+D+E+F 9656 4,04

B aura 2 sièges (1,96 est plus proche de 2 
que 4,04 de 5) et les partis restants doivent 
se répartir 4 sièges. C doit être confronté à 
tous les partis qui ont moins de sièges que 
lui :

Partis Nombre de 
suffrages

Nombre de 
sièges

Total 9656 4
C 3651 1,51
D+E+F 6005 2,49

C aura 2 sièges (1,51 est plus proche de 2 
que 2,49 de 3) et les partis restants doivent 
se répartir 2 sièges. D doit être confronté à 
tous les partis qui ont moins de sièges que 

lui :

Partis Nombre de 
suffrages

Nombre de 
sièges

Total 6005 2
D 2612 0,87
E+F 3393 1,13

D aura 1 siège et les deux derniers partis 
doivent se répartir le dernier siège. C’est 
forcément E qui va l’avoir car il a plus de 
suffrages que F. Les 9 sièges sont attribués et 
on a finalement :

A = 3 sièges
B = 2 sièges
C = 2 sièges

D = 1 siège
E = 1 siège
F = 0 siège

Comparons les résultats :

Partis

Nombre de 
sièges

(Plus Fort 
Reste)

Nombre de 
sièges

(Plus Forte 
Moyenne)

Nombre de 
sièges

(Genoud)

A 3 4 3
B 2 2 2
C 1 2 2
D 1 1 1
E 1 0 1
F 1 0 0

La méthode Genoud est bien un compro-
mis entre les deux méthodes traditionnelles. 
Elle peut paraître un peu plus compliquée 
du point de vue mathématique mais, si né-
cessaire, un programme informatique pour-
rait facilement être créé pour effectuer les 
calculs2.

Applications dans les classes

La répartition des sièges, en politique, au 
système proportionnel, est fort intéressante 
et peut être la source de multiples exer-
cices. Voici quelques exemples :

1.	Six personnes (A, B, C, D, E et F) doivent 
se partager 9 kilos d’or. Combien cha-
cune va-t-elle recevoir de grammes d’or 

2  Toutes les méthodes peuvent, exceptionnellement, 
conduire à une impasse. Dans ce cas, le législateur a 
prévu des règles particulières faisant appel parfois à un 
simple tirage au sort.
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sachant que A, B, C, D, E et F ont droit res-
pectivement à 8002 parts, 4698 parts, 3651 
parts, 2612 parts, 1790 parts et 1603 parts ?3

2.	Trois partis politiques A, B et C ayant 
obtenu respectivement 64, 31 et 15 suf-
frages doivent se répartir 5 sièges, dans un 
système proportionnel. Combien chaque 
parti va-t-il obtenir de sièges ?
3.	En remplaçant, dans l’exercice 1, les 
personnes par les partis, les kilos d’or par 
des sièges et les parts par des suffrages, on 
obtient l’exercice qui nous a servi de mo-
dèle dans cet article. Une fois cet exercice 
résolu selon les trois méthodes, on peut 
demander de calculer le pourcentage de 
suffrages que compte chaque parti par 
rapport au nombre total de suffrages. En-
suite, on peut demander de calculer, se-
lon les trois méthodes, le pourcentage de 
sièges obtenus par chaque parti par rap-
port au nombre total de sièges distribués.
4.	Trois partis (A, B et C) ont obtenu respec-
tivement 600, 400 et 200 suffrages pour 5 
sièges à distribuer. Combien de sièges ob-
tiendra chaque parti ?
5.	Pourquoi, dans la méthode de la Plus 
Forte Moyenne, la méthode de la valeur 
étalon et celle utilisée par les politiciens 
conduisent aux mêmes résultats ?
6.	Jules possède trois bouts de ficelle, de 
longueurs respectives 64 cm, 31 cm et 
15 cm. Il souhaite les couper afin d’obte-
nir cinq morceaux d’égale longueur x. Il 
désire aussi que tous les bouts de ficelle 
restants (ceux qui ne font pas partie des 
cinq morceaux de même longueur) soient 
plus courts que x. Quelle longueur repré-
sente x ? Combien de morceaux de lon-
gueur x va-t-on obtenir avec chacun des 
trois bouts de ficelle ? Quel lien y a-t-il entre 
cet exercice et la répartition des sièges en 
politique ?
7.	Quatre partis politiques A, B, C et D 
ayant obtenu respectivement 90’000, 
7900, 1606 et 494 suffrages doivent se 
répartir 450 sièges, dans un système pro-
portionnel utilisant la méthode du plus fort 
reste. Combien chaque parti va-t-il obtenir 
de sièges ? Combien chaque parti aurait-il 
obtenu de sièges s’il y avait eu 451 sièges 

3  Cet exercice a pour but de préparer l’exercice 3.

à se répartir ?
Corrigé de cet exercice :
Somme des suffrages  =  90’000  + 7900  + 
1606 + 494 = 100’000.
Quotient électoral = 100’000 : 450 = 223.
A 90’000  :  223  =  403,59 --> A obtient 403 
sièges
B 7900 : 223 = 35,43 --> B obtient 35 sièges
C 1606 : 223 = 7,20 --> C obtient 7 sièges
D 494 : 223 = 2,22 --> D obtient 2 sièges
Finalement, A obtient 404 sièges, B en a 36, 
C en reçoit 7 et D en acquiert 3.

Reprenons nos calculs avec 451 sièges.
Quotient électoral = 100’000 : 451 = 222.
A 90’000  :  222  =  405,41 --> A obtient 405 
sièges
B 7900 : 222 = 35,59 --> B obtient 35 sièges
C 1606 : 222 = 7,23 --> C obtient 7 sièges
D 494 : 222 = 2,23 --> D obtient 2 sièges
Finalement, A obtient 406 sièges, B en a 36, 
C en reçoit 7 et D en acquiert 2.

Etonnamment, avec 451 sièges à répartir, D 
a un siège de moins que dans le cas d’une 
répartition de 450 sièges.
Cet exercice est une illustration du para-
doxe de l’Alabama (une augmentation du 
nombre de sièges à distribuer peut conduire 
à perdre des sièges pour certains partis).
L’étude de la répartition des sièges au sys-
tème proportionnel est riche d’enseigne-
ment et a permis de fructueuses discussions 
dans mes classes.

447 sièges sont attribués. Au plus fort reste, 
ce sont les partis A, B et D qui obtiennent 
chacun un siège supplémentaire.

449 sièges sont attribués. Au plus fort reste, 
ce sont les partis A et B qui obtiennent 
chacun un siège supplémentaire.
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Totems (5ème HarmoS) : 
Une activité mathéma-
tique pour apprendre à 
développer des straté-
gies de recherche

Lucie Passaplan

Etudiante à l’Université de Genève

Introduction

La résolution de problèmes au sens large 
(situation-problème, problèmes de réinves-
tissement…) occupe une place importante 
dans l’enseignement des mathématiques. 
De fait, le Plan d’Etudes Romand (PER) 
note comme visée prioritaire pour la disci-
pline des mathématiques (MSN), dans le 
domaine de modélisation : 

Se représenter, problématiser et modéliser 
des situations et résoudre des problèmes 
en construisant et en mobilisant des no-
tions, des concepts, des démarches et 
des raisonnements […]

Dans ce sens, les moyens d’enseignement 
romands s’appuient notamment sur des ac-
tivités de résolution des problèmes ouverts, 
situations d’apprentissage qui font en effet 
travailler de multiples compétences, telles 
que chercher, faire des hypothèses, tester… 
Mais les savoirs en jeu dans ces situations 
sont difficiles à définir et l’absence d’indica-
tion pour mener la phase d’institutionnalisa-
tion, désignée par Brousseau (1998) comme 
étant «  la prise en compte «officielle» par 
l’élève de l’objet de la connaissance et par 
le maître, de l’apprentissage de l’élève  », 
semble induire une mise en place et une 
gestion délicates.
Dans le cadre d’une recherche pour l’éla-
boration de mon mémoire universitaire, je 
me suis intéressée à la thématique des pro-
blèmes ouverts en me questionnant sur la 
gestion d’une telle situation de résolution 
en classe, notamment par rapport à l’orga-
nisation du milieu didactique, ainsi qu’aux 
réels savoirs en jeu. L’expérimentation de 

Totems (Danalet, Dumas, Studer & Villars-
Kneubühler, 1998, p. 118) a été organisée 
dans deux classes de division moyenne de 
5ème HarmoS d’une école genevoise, gé-
rées par des enseignantes en début de car-
rière. L’article ci-dessous propose un résumé 
de mon travail.

Activité proposée

Totems figure dans les moyens d’enseigne-
ment de mathématiques de 3P, module 1 
« Des problèmes pour apprendre à conduire 
un raisonnement  », qui a comme objectif 
d’«  exercer [un] raisonnement au travers 
d’activités qui demandent de lire, mettre 
en relation, classer, organiser des informa-
tions et utiliser des représentations person-
nelles pour se rappeler ou communiquer 
des informations  » (Gagnebin, Guignard & 
Jaquet, 1997, p. 31). Voici l’énoncé :

Le but de l’activité consiste donc à décou-
vrir la combinaison de trois cubes de cou-
leurs différentes parmi les cinq à disposition, 
en proposant des totems et en exploitant 
les rétroactions, celles-ci étant données 
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par le constructeur du totem grâce à des 
retours sous forme d’un jeton pour chaque 
cube correctement placé. Il existe, selon 
cet énoncé, 60 totems différents construc-
tibles (5 x 4 x 3).

Analyse a priori

Connaissances pré-requises et savoirs 
visés

Totems ne demande a priori que peu de 
pré-requis de la part des élèves. Faisant ré-
férence au PER quant aux savoirs et compé-
tences utiles pour cette activité, ils doivent 
tout de même, afin d’être capables de 
résoudre la situation, se poser des questions 
et définir un cadre d’étude, imaginer et 
éventuellement utiliser des représentations 
visuelles (codes, schémas, …), identifier les 
invariants de la situation, trier et organiser 
des données, se confronter au concept 
du probable, ainsi que communiquer leurs 
résultats et leurs interprétations  : c’est vrai-
ment la recherche et la mise en œuvre 
d’une démarche qui sont testées. En outre, 
Totems mobilise les capacités transversales 
suivantes : la collaboration et la communi-
cation entre pairs, l’élaboration d’une stra-
tégie d’apprentissage et la pratique d’une 
démarche réflexive. Je note donc que que 
cette activité, proposée déjà en 1998, ré-
pond tout à fait aux exigences du PER.

Description des variables didactiques

En étudiant l’activité, j’ai pu mettre en évi-
dence certaines variables didactiques :

•  le nombre n de cubes dans un totem,
•  le nombre p de couleurs possibles,
•  la possibilité ou non de répéter la cou-
leur.

Selon les valeurs numériques des deux pre-
mières variables et l’option choisie pour la 
troisième, il est possible de déterminer le 
nombre de totems constructibles  ; d’une 
part, s’il n’y a pas la possibilité de répéter 
une couleur, le nombre de totems possibles 
est p s’il n’y a qu’un cube, p(p-1) s’il y en a 
deux, et plus généralement p(p-1)…(p-n+1) 
pour n cubes et p couleurs quelconques 
avec p≥n; d’autre part, s’il y a la possibi-
lité de répéter une couleur, le nombre de 
totems possibles est pn. Pour que l’activité 
soit jouable et compatible avec le niveau 

des élèves, il faut que le nombre de totems 
constructibles ne soit ni trop faible (au moins 
20), ni trop élevé (pas plus de 150) ; de fait, 
les valeurs choisies dans les moyens d’en-
seignement romands satisfont aux critères 
cités. 
En plus des variables nommées ci-dessus, je 
me suis intéressée à deux autres portant sur 
l’organisation didactique de l’activité ; pre-
mièrement, la forme des retours pour les-
quels plusieurs valeurs sont envisageables :

•  indiquer le nombre de cubes de cou-
leurs correctement positionnés grâce à un 
ou des jeton(s), comme le stipule l’énoncé,
•  indiquer la position de la couleur cor-
recte, les élèves-constructeurs disposant 
d’une grille de position représentant les 
trois étages et plaçant le jeton sur l’étage 
correspondant,
•  indiquer toutes les couleurs correctes 
présentes dans le totem, y compris les mal 
placées, avec des jetons de couleurs dif-
férentes,
•   indiquer toutes les couleurs correctes 
bien et mal positionnées présentes dans 
le totem, ainsi que les positions grâce aux 
jetons de couleurs différentes et à la grille 
de position.

Deuxièmement, concernant l’organisation 
sociale : il faut au moins un élève-construc-
teur et un élève-chercheur. Il n’y a, a priori, 
pas de raison d’avoir plus d’un constructeur, 
sauf s’il s’avère utile de valider les retours. 
Concernant les chercheurs, l’organisation 
préconisée est de deux chercheurs et per-
met une verbalisation et une confrontation 
des procédures. J’ai aussi organisé la mise 
en place d’une partie collective (groupe 
classe vs enseignante) et d’une partie avec 
des équipes jouant simultanément les rôles 
de constructeurs-chercheurs.

Déroulement prévu de la 1ère séance

Afin de m’inscrire dans les moyens d’ensei-
gnement romands, j’ai repris les différentes 
phases décrites pour la résolution de pro-
blèmes ouverts dans les documents y rela-
tifs (Gagnebin, Guignard & Jaquet, 1997), 
à savoir  : la phase d’appropriation, avec 
comme objectif la lecture et la compré-
hension du problème par les élèves, ainsi 
que l’explication par l’enseignante de l’uti-
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lisation de la fiche de report1; la phase de 
recherche, dans le but de mettre en action 
les élèves, afin qu’ils agissent sur le milieu 
pour trouver des procédures de résolution; 
la phase de formulation, prenant place 
sous la forme d’une partie publique de To-
tems : ce moment collectif doit permettre la 
verbalisation de l’interprétation des jetons, 
l’explicitation et le partage de procédures 
pour donner des pistes d’action aux élèves. 
A la fin de ce moment, si aucune piste de 
codage n’est apparue, l’enseignante dis-
tribue la fiche comprenant l’ensemble des 
totems possibles, dont les couleurs sont co-
dées par des lettres, qui doit permettre aux 
élèves de se représenter le champ des pos-
sibles et de visualiser la réduction des possi-
bilités au fil des retours2. Puis, une nouvelle 
phase de recherche a lieu avec une partie 
deux contre deux, les élèves étant simul-
tanément constructeurs et chercheurs; ce 
temps doit permettre aux élèves de réinves-
tir les stratégies expliquées précédemment 
et les inciter à trouver des méthodes de 
résolution plus rapides. A la fin de la séance 
est prévue une phase de validation au sens 
large du terme, avec une mise en évidence 
des procédures efficientes et du facteur 
chance, l’expression des erreurs ou des diffi-
cultés récurrentes. 

Déroulement prévu de la 2ème séance

Après une courte phase d’appropriation 
pour rappeler les règles de l’activité, l’exer-
cice Totems maudits3 est introduit; la re-
cherche se déroule en duo et il est prévu 
que les élèves contrôlent leurs réponses à 
l’intérieur du groupe. La séance prend fin 
avec une phase de formulation et valida-
tion qui sert à expliciter et justifier les procé-
dures, marquer les différences entre Totems 
et Totems maudits et verbaliser ce que les 
élèves ont retenu (Annexe I).

1  Cette fiche, créée pour l’expérimentation, m’a permis 
de porter un regard sur l’ensemble des parties et d’ana-
lyser les procédures des élèves.
2  Il est bien entendu que cette représentation peut être 
matérialisée sous d’autres formes.
3  Cette fiche, créée par mes soins mais inspirée d’une 
activité existante dans COROME, comprend une subtili-
té avec la question : « Est-ce possible de trouver le totem 
caché au prochain essai? ».

Analyse a posteriori 
Déroulement effectif de la 1ère séance

Après lecture de l’énoncé, certains élèves 
ont pu reformuler les données et le but de 
l’activité  ; puis, la phase de recherche a 
débuté et duré environ 30 minutes. La par-
tie publique qui suit n’a pas été gérée de 
la même manière par les enseignantes  : 
l’une a demandé d’expliciter toutes les 
propositions en fonction des retours reçus, 
l’autre a laissé les élèves seuls responsables 
de la résolution et est revenue sur la partie 
une fois le totem trouvé. Les enseignantes 
ont ensuite introduit la fiche de codage et 
un autre moment de recherche est mis en 
place, avec une organisation deux contre 
deux  : j’ai observé davantage de verba-
lisations entre les pairs, mais aussi que la 
fiche de codage n’a pas été utilisée à bon 
escient par les élèves, point sur lequel les 
enseignantes n’ont pas insisté. La dernière 
phase, celle de validation, n’a pu avoir lieu, 
faute de temps. 

Déroulement effectif de la 2ème séance

Etant donné qu’aucune validation n’a eu 
lieu durant la première leçon, cette séance 
commence par une partie publique de To-
tems gérée de la même manière que la pré-
cédente. Suit un temps de validation avec 
le même objectif que lors de la première 
leçon et se déroulant très rapidement. Puis, 
comme prévu, les enseignantes introduisent 
la fiche Totems maudits et la recherche peut 
débuter. Si je me penche sur les réponses 
des élèves, ils ont, d’une manière générale, 
bien réussi à identifier les totems cachés. 
Toutefois, seuls deux groupes sont parvenus 
à détecter la subtilité en donnant les diffé-
rentes réponses encore possibles ; en effet, 
la plupart des élèves se sont contentés de la 
première réponse trouvée. Après 30 minutes 
de recherche, une enseignante décide 
d’organiser une discussion sur la tâche, alors 
que l’autre, bénéficiant de plus de temps, 
choisit de corriger les totems et de conclure 
par un débat sur les stratégies pour les deux 
activités.

Stratégies observées de Totems

Il y a dans l’activité Totems une part de 
hasard irréductible, puisqu’il est possible 



Math-École 220/novembre 201312

Primaire

que le premier totem proposé soit le bon. 
De fait, il n’est ni possible de définir une hié-
rarchisation stricte des stratégies, ni d’en 
désigner une gagnante, mais seulement de 
les comparer en termes de probabilités, de 
réduction du champ des totems possibles. 
J’ai ainsi pu dégager certaines procédures 
observées lors de l’expérimentation : 

•  procédures inefficaces : mettre de côté 
les totems recevant zéro jeton en retour, 
comme s’ils ne donnaient aucune infor-
mation, ou ne jamais prendre en considé-
ration les jetons, ce qui conduit à proposer 
des totems au hasard,
•  procédures passablement efficaces  : 
tenir compte systématiquement de tous 
les retours,
•  procédures efficaces  : proposer des 
totems en regard des retours, c’est-à-
dire lorsqu’il y a zéro ou deux jetons, les 
prendre en considération, mais lorsqu’il n’y 
en a qu’un, ne pas chercher à tout prix à 
identifier de quel cube il s’agit, 
•  procédures très efficaces, qui n’ont été 
que rarement observées  : proposer un 
coup perdant, totem ne correspondant 
pas aux retours reçus ou avec répétition 
de couleurs4; il permet de confirmer la po-
sition d’un cube ou de définir les couleurs 
présentes dans le totem, données facile-
ment mémorisables et directement exploi-
tables. 

D’une manière générale, les premiers re-
tours ne donnent pas suffisament d’infor-
mations fiables pour conditionner les pro-
positions de totems et il est donc judicieux 
de ne les considérer qu’à partir du 3ème ou 
4ème essai. 

Synthèse de l’expérimentation

Il n’est pas aisé d’extraire des résultats signi-
ficatifs de cette expérimentation. Je note 
tout de même que la plupart des élèves ont 
été capables d’effectuer des hypothèses 
en organisant les données à leur disposition, 
mais que seuls certains d’entre eux ont dé-
montré qu’ils étaient en cours de dévelop-
pement de la notion d’apodicticité, qui de-
mande d’extraire les solutions à caractère 

4  A noter que dans la consigne, aucune précision n’est 
donnée sur la composition des totems proposés.

nécessiteux5, de rester dans le registre du 
rationnel en énonçant les solutions restantes 
ou en affirmant que le totem proposé était 
le dernier possible. De plus, aucun élève n’a 
trouvé un moyen de représenter les infor-
mations concernant le totem à découvrir.
L’activité Totems a un grand potentiel 
didactique qui, à mon avis, n’a pas été 
complètement exploité. Plusieurs raisons à 
cela : les élèves n’avaient peut-être pas, à 
ce moment de l’année, les compétences 
nécessaires pour démontrer une progres-
sion dans leurs procédures de résolution; 
quant aux enseignantes, je pense qu’elles 
sont restées dans une logique de jeu, avec 
une gestion difficile, dans le feu de l’action. 
Elles ont également manqué de conviction 
par rapport à la fiche de codage, dont elles 
n’ont, selon moi, pas évalué le gain; je peux 
de fait penser que l’introduction de cet 
outil leur demandait un important investisse-
ment pour l’intégrer dans la leçon ou peut-
être estimaient-elles qu’il était trop éloigné 
de leur pratique ou des compétences des 
élèves. 

Conclusion

Les savoirs en jeu pour la résolution de pro-
blèmes ouverts sont d’ordre méthodolo-
gique, chercher, effectuer des essais, formu-
ler des hypothèses, argumenter et prouver, 
ainsi que transversal, correspondant plus à 
des habiletés sociales  ; en plus du hasard 
et du manque de stratégie gagnante pour 
Totems, l’absence de savoir mathématique 
notionnel à institutionnaliser génère une 
gestion difficile pour les enseignants, qui 
proposent alors ces situations comme des 
activités à part, la mise en place s’évaluant 
par le niveau de participation des élèves 
et une certaine réussite superficielle des 
tâches. Pour améliorer ces pratiques, il me 
semble qu’une clarification des enjeux et 
un matériel didactique plus important per-
mettant d’enrichir le milieu sont nécessaires 
pour favoriser, chez les élèves, de nouvelles 
stratégies de recherche.

5  « Si A est nécessairement vrai (au sens « il ne peut être 
autrement »), non A ne peut pas aussi être nécessaire-
ment vrai » (Hersant, 2010, p. 37).
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Calculatrice et Plan 
d’Etudes Romand (PER1) 

De la décomposition des 
nombres à la simplifica-
tion des fractions

Ruhal Floris2

Institut Universitaire de Formation 
des Enseignants de Genève

Ce texte inaugure une série d’articles ayant 
pour but de faire des propositions d’intégra-
tion de la calculatrice dans l’enseignement 
secondaire inférieur, en tenant compte du 
PER et des nouveaux moyens d’enseigne-
ment. Les sujets choisis ici concernent la 9ème 
et la 10ème année et font partie du thème 
NO, Nombres et Opérations. Dans un pre-
mier temps nous rappelons le contenu du 
PER et le mettons en lien avec une caté-
gorisation des utilisations de la calculatrice 
proposées dans le curriculum genevois en 
vigueur avant le PER. 
Nous présentons ensuite une analyse di-
dactique de deux thèmes, décomposition 
des nombres et simplifications des fractions 
- fortement en lien l’un avec l’autre - et 
nous montrerons comment ils peuvent être 
l’occasion d’utiliser la calculatrice de façon 
intéressante. 

Calculatrice et plan d’études

Notons tout d’abord que le PER prévoit 
dans les commentaires généraux la mise 
à disposition d’une calculatrice, sans pré-
ciser à quel moment, ni quel type de cal-
culatrice3. Plus précisément, cette dernière 
est mentionnée dans le thème « Nombres » 
(MSN 32) où parmi les attentes fondamen-
tales on lit :

1  www.plandetudes.ch/web/guest/mathematiques
2  Ruhal.Floris@unige.ch
3  A Genève, la CEM (commission pour l’enseignement 
des mathématiques) fait une proposition de modèle 
sur la base d’un cahier des charges précis  : le modèle 
actuel est la TI-30XS Multiview.

Utilise les fonctions de base de la cal-
culatrice  (+;–; x ; ÷ ; racine ; puissance  ; 
mémorisation ;…) et met en lien le résultat 
obtenu avec le résultat attendu.

Quant aux apprentissages mentionnés 
(pour les degrés 9 à 11, sans précision sup-
plémentaire) ce sont :

•  utilisation de la calculatrice dans des 
situations où l’aspect calculatoire est 
secondaire, pour vérifier le résultat d’un 
calcul ou pour effectuer des calculs com-
plexes.
•  acceptation ou refus d’un résultat 
par l’estimation de l’ordre de grandeur, 
la connaissance des opérations ou la 
confrontation au réel.
•  connaissance et utilisation de diverses 
fonctions de la calculatrice : quatre opé-
rations de base, parenthèses, mise en 
mémoire et récupération de valeurs, puis-
sance, racine,… 
•  prise en compte de l’ordre dans lequel 
la calculatrice effectue les opérations.

Dans MSN 33 «  Opérations  », mention est 
faite parmi les objectifs du thème : 

Résoudre des problèmes numériques et 
algébriques (…) en construisant, en exer-
çant et en utilisant des procédures de 
calcul (calcul réfléchi, algorithmes, cal-
culatrice, répertoire mémorisé) avec des 
nombres réels.

Et les attentes fondamentales sont :
•  utilisation de représentations et d’outils 
de calculs appropriés
•  estimation et vérification de la perti-
nence du résultat

Il est intéressant d’effectuer une comparai-
son avec le Curriculum genevois 2003-2004 
(DIP-Genève, 2003)4, dans lequel figurait 
une partie explicite de trois pages concer-
nant la calculatrice dans laquelle quatre 
types d’utilisation avaient été identifiés :
1) Permettre aux élèves de manipuler cor-
rectement une calculatrice.
2) Permettre aux élèves d’avoir un regard 
critique sur les résultats affichés par la cal-
culatrice.
3) Décharger partiellement les élèves des 

4  www.ssrdm.ch/ressources/doc_admin_utiles/PE_
Math_CO_2003.pdf

www.plandetudes.ch/web/guest/mathematiques
http://www.ssrdm.ch/ressources/doc_admin_utiles/PE_Math_CO_2003.pdf
http://www.ssrdm.ch/ressources/doc_admin_utiles/PE_Math_CO_2003.pdf
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calculs pour leur permettre de se consacrer 
plus à la réflexion et à la démarche mathé-
matique.
4) Utiliser la calculatrice comme moyen 
participant à l’apprentissage de notions 
mathématiques.
Les trois premiers sont reformulés et repris 
dans le PER. Le quatrième ne l’est pas, il 
est inclus implicitement dans l’objectif de 
résolution de problèmes par différents outils. 
Nous donnerons quelques exemples dans 
cet article et les suivants.

La décomposition d’un nombre 
entier. Eléments mathématiques 
et didactiques.
L’écriture d’un nombre entier sous forme 
d’un produit de facteurs premiers permet 
de simplifier le travail sur les produits, les mul-
tiples et les diviseurs. Elle permet aussi de 
trouver des formes réduites pour des quo-
tients ou des racines. Il s’agit d’initier l’élève 
à ce qu’on peut appeler la «  pensée  » 
algébrique, avec l’idée d’écrire différem-
ment les nombres selon les propriétés que 
l’on veut mettre en évidence5. Cela permet 
de donner au signe d’égalité une nouvelle 
signification  : ce n’est plus simplement le 
résultat d’un calcul. Nous retrouvons cette 
intention dans le PER (MSN 32) sous la forme 
suivante :

Connaissance et utilisation de différentes 
écritures d’un même nombre. 

D’un point de vue socio-culturel, la décom-
position est à la base des modalités per-
mettant l’identification de l’utilisation d’une 
carte bancaire. Certes, une connaissance 
détaillée du fonctionnement des systèmes 
que l’on utilise n’est pas indispensable, mais 
ce que l’on vise ici, c’est plutôt celle de 
leurs principes, de sorte qu’on comprenne 
pourquoi on peut leur faire confiance. Dans 
ce cas, c’est la difficulté de factoriser des 
grands nombres qu’il est judicieux de faire 
connaître. Bien entendu, la décomposition 
a également un intérêt pour la théorie des 
nombres, mais nous ne développons pas 
cet aspect ici.
Rappelons qu’il existe une technique de 
base « naïve » permettant d’obtenir la dé-

5  Par exemple 42=2x21 met en évidence que 42 est pair.

composition d’un nombre, consistant à le 
diviser par tous les nombres entiers succes-
sifs supérieurs à 1, dans l’ordre. Lorsque le 
quotient obtenu est entier, on recommence 
l’opération avec ce quotient, en repartant 
avec le diviseur trouvé. On s’arrête lorsque 
le quotient est égal à 1 (le diviseur est égal 
au nombre donné). Le produit des diviseurs 
ainsi déterminés est égal au nombre de dé-
part et la décomposition est unique : 

Les nombres obtenus sont tous premiers, 
par définition. En effet si on obtenait un 
nombre non premier, il serait produit d’au 
moins deux nombres entiers que l’on aurait 
obtenus précédemment puisqu’ils sont plus 
petits et que l’on procède dans l’ordre. Si 
on ne trouve aucun diviseur, on sait que le 
nombre de départ est premier. 
Certes, ces considérations ne suffisent pas à 
prouver rigoureusement l’existence et l’uni-
cité de la décomposition, mais elles per-
mettent de s’en convaincre. 
L’utilisation de propriétés arithmétiques 

Nous désirons factoriser 9438.
9438/2 = 4719 sans reste donc 2 est un fac-
teur.
Nous répétons l’algorithme avec 4719.
4719/2 = 2359,5 donc 2 n’est plus un fac-
teur. 
4719/3 = 1573 donc 3 est un facteur. 
1573/3 = 524,3  donc 3 n’est plus un fac-
teur.
1573/4 = 393,25 donc 4 n’est pas un fac-
teur.
1573/5 = 314,6 donc 5 n’est pas un facteur.
De manière similaire jusqu’à 
1573/11 = 143
Le nombre suivant qui divise 143 est à nou-
veau 11 : 
143/11 = 13 
13/11 = 1, 18  donc 11 n’est plus un facteur
13/12 =1,083  donc 12 n’est pas un facteur 
et 13/13 = 1. Stop !
En récapitulant, nous avons 9438 = 
2×3×11×11×13 = 2×3×112×13

Figure 1 Décomposition de 9438 par 
la technique de base « naïve »
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permet d’améliorer l’efficacité de la tech-
nique. Par exemple, si un nombre n est di-
visible par 9, il est divisible deux fois par 3. 
On aura donc déjà obtenu le facteur 3. Il 
n’est ainsi pas nécessaire de diviser par des 
nombres non premiers (cf. crible d’Eratos-
thène). De plus, puisqu’à chaque diviseur 
d obtenu correspond un autre diviseur tel 
que leur produit soit égal à n, lorsque cet 
autre diviseur est plus petit que d, on peut 
s’arrêter. 
Cette technique peut être améliorée en uti-
lisant certains critères de divisibilité, en par-
ticulier pour 2, 3 et 5. Sachant que pour n 
aléatoire il existe 50 % de chances que 2 soit 
un facteur de  n, et 33  % de chances que 
3 soit un facteur, et 20% de chances que 5 
soit un facteur, cette amélioration sera en 
général importante. Il est également inté-
ressant de savoir que 88 % de tous les entiers 
positifs ont un facteur inférieur à 100, et que 
91 % ont un facteur inférieur à 1 000 (« Divi-
sions successives », Wikipedia).

L’utilisation du critère de divisibilité par 11 
permet d’éviter le dernier calcul. Alors que 

la technique précédente demandait 16 
divisions, 6 sont ici suffisantes. Nommons 
cette technique la technique standard. 
Cette technique est celle qui est présentée 
dans l’Aide-mémoire des moyens d’ensei-
gnement romands (CIIP, 2011) sous la forme 
bien connue d’un algorithme en deux co-
lonnes ou, moins usitée, selon le développe-
ment d’un arbre.
Cependant, selon les nombres considérés, 
d’autres techniques sont plus efficaces. 
Pour les nombres en dessous de 90 ou 
pour certains carrés parfaits bien connus, 
on peut utiliser la table de multiplication  : 
   49 = 7×7 ou encore 42 = 6×7 = 2×3×7
Lorsqu’un nombre proposé (impair) est ab-
sent de la table (au niveau des résultats) on 
peut conclure à sa primalité. 
Pour des nombres plus grands multiples de 
2, 3, 5, 10 on peut se ramener à effectuer 
la recherche pour un nombre plus petit. 
Par exemple, avec 84 une fois noté que 
84=2×42 on peut ainsi se ramener à la tech-
nique précédente (de la table).
Idem pour 4200 = 42×100 = 6×7×10×10 = 
2×3×7×2×5×2×5 = 2×2×2×3×5×5×7.
Ainsi, selon le type de nombre, certaines 
techniques seront plus efficaces que 
d’autres. 

Quelles sont les techniques 
enseignées ?
Le PER indique, dans  MSN32 (« Nombres »), 
les apprentissages suivants :

Critères de divisibilité, multiples et divi-
seurs communs (pour tous les niveaux); 
ppmc, pgdc, nombres premiers, produit 
de facteurs en 9ème pour les niveaux 2 et 3 
et en 10ème pour le niveau 1.

Et dans les attentes fondamentales, on 
trouve :

Décompose un nombre inférieur à 1000 
en produit de facteurs premiers.

Le plan d’études est cependant  muet sur 
ce que serait une technique «  officielle  »6. 
La question est de savoir si l’on attend 
que l’élève sache décomposer n’importe 

6  Dans le Curriculum genevois de 2003, page 14, on 
constate par contre que la décomposition fait explicite-
ment partie des techniques à enseigner.

Nous désirons factoriser 9438.
Le nombre est pair donc 2 est un facteur. 
9438/2 = 4719
Le nombre 4719 est impair, on passe au 
diviseur 3. La somme des chiffres est divi-
sible par 3, donc 3 est un facteur. 4719/3 = 
1573. La somme des chiffres n’est pas divi-
sible par 3, donc 3 n’est plus un facteur. 
1573 n’est pas pair donc 4 et tous les 
nombres pairs ne sont plus des facteurs.
1573 ne se termine ni par 0 ni par 5 donc 5 
n’est pas un facteur.
On saute 6 car il est pair. 1573/7 = 224,71..
donc 7 n’est pas un facteur.
On saute 9 (=3x3), 8 et10, pairs, sont élimi-
nés. 
1573/11 = 143. Le nombre suivant qui divise 
143 est à nouveau 11 : 
143/11 = 13 
13/11 = 1,18  donc 11 n’est plus un fac-
teur et le quotient est inférieur au diviseur. 
Stop !

Figure 2 Décomposition de 9438 par une 
technique utilisant des propriétés numériques
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lequel de ces nombres, même 991 qui est 
premier et pour lequel au moins 10 divisions 
sont nécessaires ou encore 899 = 29×31. Un 
examen des moyens d’enseignement peut 
fournir des indices concernant le choix im-
plicitement favorisé. A cet égard, l’exercice 
NO50 (9ème année) est intéressant :
Décompose les nombres suivants en un pro-
duit de facteurs premiers :
12; 49; 54; 84; 180; 525; 600; 4200; 4700; 150 
000
On se rend rapidement compte que tous 
les items de cet exercice peuvent être trai-
tés par les techniques alternatives à la tech-
nique standard (présentée ci-dessus). Et en 
10ème année, l’exercice NO15 propose :
Les nombres suivants sont-ils pre-
miers  ? Dans le cas contraire, donne 
leur plus petit diviseur différent de 1. 
13 ; 18 ; 23 ; 27 ; 43 ; 81 ; 89 ; 101 ; 169 ; 319 ; 
405
Il n’y a ici que deux nombres un peu « déli-
cats » à traiter : 101, 319.

Ce qui précède nous permet de conclure 
que la technique standard n’est pas tou-
jours enseignée, et que l’attente du PER 
concernant la décomposition de nombres 
au dessous de 1000 se limite à ceux qui n’ont 
pas plusieurs facteurs dépassant 10. Cette 
impression est renforcée par les valeurs pro-
posées dans la fiche de fin de thème en 
10ème « faire le point » : 36; 42; 180; 68 et par 
les commentaires pour le maître du livre de 
10ème (Figure 3). Cependant, dans le PER 
il n’y a pas de restriction sur la valeur des 
nombres :

Identifier un nombre premier.
Décomposer un entier en produit de fac-
teurs premiers.

En définitive, certains élèves pourraient 
retenir que le domaine des nombres que 
l’on peut décomposer et donc celui des 
nombres premiers que l’on peut déterminer 
est limité. Par la suite, le domaine des frac-
tions simplifiables sera également limité et il 
ne sera pas évident pour l’élève que toute 

Figure 3 Commentaires pour le maître, 10ème
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fraction peut être rendue irréductible. C’est 
ce que nous montrons dans la suite de l’ar-
ticle.

Et la calculatrice dans tout 
cela ?
Elle n’est certes pas nécessaire pour effec-
tuer les décompositions demandées dans 
ces exercices, mais peut être employée 
pour les vérifier. Elle pourrait être introduite  
si l’exercice NO50 était complété par des 
items plus compliqués tels que 93960 = 23 x 
34 x 5 x 29, en restant dans le domaine des 
techniques alternatives. Nous suggérons son 
utilisation pour introduire et motiver la tech-
nique standard en proposant des nombres 
comportant plus de deux facteurs premiers 
différents de 2, 3 et 5, tels que 203 = 7 x 29, 
221 = 13 x 17,  3654 = 2 x 32 x 7 x 29, etc. Dans 
ce cas, il s’agit bien d’une utilisation de la 
calculatrice participant à l’apprentissage 
des mathématiques (4ème type d’utilisation, 
voir au début de l’article). On utilise l’effica-
cité de la calculatrice pour apprendre une 
technique générale sans effectuer trop de 
calculs « à la main », pour se rendre compte 
que l’on peut déterminer la primalité de 
nombres aussi grands qu’on veut, si on a le 
temps pour les calculs. 

Discussion sur l’utilisation de la 
calculatrice

D’une part effectuer des décompositions 
sans calculatrice est rapidement coûteux 
en calculs et il est prévisible que l’on ne de-
mandera pas à l’élève de décomposer des 
multiples de nombres premiers trop grands. 
On a souvent remarqué que les élèves ne 
continuent pas les recherches au-delà de la 
division par 11 ou 13. Avec la calculatrice, 
on peut proposer des cas plus complexes : 
211, 221. Le désavantage est que dans ce 
cas, diviser étant devenu facile, l’élève ne 
soit plus poussé à utiliser des propriétés pour 
limiter ses essais et qu’il revienne à la tech-
nique naïve, de «  pêche  » aux réponses. 
Une telle conduite régressive est souvent 
observée lorsque le coût de calcul est faible 
(Weiss & Floris, 2008). Afin d’inciter les élèves 
à passer de la technique « naïve » à la tech-
nique standard en exploitant les critères de 
divisibilité, l’enseignant pourra prévoir d’or-
ganiser des défis « qui fait le moins de divi-

sions  ?  » ,voire des phases de formulation, 
c’est à dire des défis entre groupes avec 
des phases de compétition entre un repré-
sentant de chaque groupe et des phases 
de concertation dans les groupes selon le 
schéma de Brousseau dans la course à 20 
(Brousseau, 1998, pages 25-41).

Quel sens donner à la décomposi-
tion ?
Les activités, NO48 et NO49 sont proposées 
dans le livre de 9ème afin de donner du sens 
à la recherche de décompositions (selon 
les commentaires pour le maître). Nous 
suggérons une démarche alternative, plus 
ludique, avec une exploitation de la cal-
culatrice, adaptable à tous les niveaux, à 
même de travailler l’objectif du PER. Il s’agit 
de « plus vite à zéro » activité tirée des tra-
vaux de Kieran, C., & Guzman, J. (2007) et 
mise en forme pour la semaine des mathé-
matiques genevoise de 2007 (CEM, 2007)7.

De la décomposition à la simplifi-
cation des fractions

Les réflexions effectuées ci-dessus à propos 
des différentes techniques se retrouvent 
pour la simplification de fractions :
Pour la plupart des valeurs numériques en 
dessous de 100, les procédures de division 
sont facilitées car les élèves peuvent se ba-
ser sur les tables de multiplication  
63/27 = (7x9/(3x9) = 7/3
Lorsque les valeurs choisies comportent 
dans leur décomposition uniquement (ou 
presque) des puissances de 2, 3, 5 voire 11 
les divisions successives sont  facilitées (utili-
sation de  critères de divisibilité) : 
128/512 = 64/256 = 32/128 = 16/64 = 8/32 = 
4/16 = 2/8 = 1/4
ou   450/75 = 90/15 = 18/3 = 6
ou 588/126 = 294/63 = 98/21 = 14/3
Lorsque les valeurs choisies comportent 
dans leur décomposition en grande partie 
d’autres valeurs que des puissances de 2, 
3, 5 voire 11, la décomposition est favorisée, 
voire unique possible : 

7  www.ssrdm.ch/ressources/activites_calc/Plus_vite_a_
zero_7H13H.zip (versions doc et pdf) ou www.ssrdm.ch/
ressources/activites_calc/Plus_vite_a_zero_7H13H.pdf

http://www.ssrdm.ch/ressources/activites_calc/Plus_vite_a_zero_7H13H.zip
http://www.ssrdm.ch/ressources/activites_calc/Plus_vite_a_zero_7H13H.zip
http://www.ssrdm.ch/ressources/activites_calc/Plus_vite_a_zero_7H13H.pdf
http://www.ssrdm.ch/ressources/activites_calc/Plus_vite_a_zero_7H13H.pdf
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637/1183=(7 2x13 ) / (7x13 2)= (7x7x13) /
(7x13x13) = (7/7)x(7/13)x(13/13) = 7/13
588/826=(2x294)/(2x413)=294/413=(2x3x72)/
(7x59) = 42/598

(méthode mixte)
Lorsque l’une des valeurs choisies est un 
nombre premier connu ou obtenu dans une 
table, on peut immédiatement conclure à 
l’irréductibilité.
L’examen des exercices proposés dans le 
livre et le fichier de 10ème  montre que la re-
cherche de diviseurs communs peut se faire 
la plupart du temps sans exploiter la tech-
nique standard de décomposition. Une des 
conséquences de ce « choix » est qu’il n’est 
plus possible ainsi d’être sûr d’avoir effecti-
vement obtenu une fraction irréductible et 
l’aide mémoire renforce cette ambigüité : 

De la même manière qu’avec la décom-
position, la calculatrice peut être intégrée 
en l’associant à des valeurs numériques 
rendant inexploitables d’autres techniques 
que la technique standard, par décompo-
sition complète d’au moins un des nombres 
91/26 ; 637/1183 ; 588/826
En conclusion,
Nous avons mis en évidence différents 
types de techniques tant pour la recherche 
de nombres premiers et la décomposition 
de nombres entiers que pour la simplifica-
tion de fractions. L’examen du PER et des 
ressources officielles ne permet pas de 

8  Il est judicieux que l’enseignant réfléchisse à l’oppor-
tunité d’abolir une écriture telle que (588:2)/(826:2), écri-
ture qui ne fait pas de lien avec la décomposition. Sa 
promotion dans l’Aide-mémoire (Fig. 4) est discutable.

connaître ce que serait une technique offi-
cielle. C’est donc au maître de choisir, en 
déterminant précisément ses objectifs  : s’il 
s’agit de conduire les élèves à savoir com-
ment il est possible de décomposer n’im-
porte quel nombre entier en facteurs pre-
miers et à savoir le faire pour les nombres 
de 1 à 1000. Un travail sur la technique stan-
dard est incontournable, et la calculatrice 
est ici un outil permettant de se focaliser 
sur les mathématiques. Il en va de même à 
propos de l’irréductibilité des fractions. Du 
point de vue didactique, ce texte montre 
que selon les techniques que l’on utilise, et 
les propriétés qui les justifient, la conceptua-
lisation mathématique peut être très diffé-
rente.
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Le Kasan Kurosu ou le 
jeu des sommes croisées 
(Partie 2)1

Valentina Celi

Université de Bordeaux - IUFM 
d’Aquitaine - LACES, E3D

Le Kasan Kurosu est un casse-tête qui, im-
porté en 1980 des États-Unis, est toujours en 
vogue au Japon. Sous le nom de Kakuro, il 
n’est arrivé en Europe qu’en 2005. Dans ce 
texte, suite de l’article publié dans le n° 219 
de Math-École (pp. 16-22), nous présentons 
quelques compléments. Après avoir rap-
pelé les règles du jeu, nous proposons une 
variante et puis un exercice guidé ; nous ter-
minons en offrant au lecteur quelques grilles 
à remplir.

Une curieuse symétrie (solution 
du numéro 219)
Dans l’article publié dans le n° 219 de cette 
revue, nous avons proposé au lecteur de 
déterminer toutes les séries possibles de 
deux cases (n=2) correspondant à N (entier 
naturel) qui varie entre 6 et 152. 
Nous les présentons dans le Tableau 1 en 
complétant la liste avec N = 3, 4, 16, 17 à qui 
correspondent des séries uniques de deux 
cases.
Remarquons que cette liste présente une 
curieuse symétrie ! En effet, si l’on considère 
les séries (en termes de combinaisons), une 
symétrie analogue apparaît dans l’inter-
valle 2≤n≤73. 
1  La première partie de cet article est parue dans le 
numéro 219. 
2  Précisons qu’ici nous considérons les séries en termes 
de combinaisons. A partir de celles-ci, si l’on veut avoir 
tous les arrangements, on considère les permutations 
possibles de deux éléments.
3  Nous rappelons au lecteur que les séries de huit et 
neuf cases correspondant respectivement aux nombres 
8 et 9 sont uniques. Ces séries ne rentrent pas dans le 
jeu de symétries mises en évidence, cela à cause du fait 
que, dans une série, les nombres (à un chiffre) sont non 
nuls et ne peuvent pas se répéter.

N\n 2

3 1-2 Série unique

4 1-3 Série unique

5 1-4 ; 2-3 Deux séries

6 1-5 ; 2-4 Deux séries

7 1-6 ; 2-5 ; 3-4 Trois séries

8 1-7 ; 2-6 ; 3-5 Trois séries

9 1-8 ; 2-7 ; 3-6 ; 4-5 Quatre séries

10 1-9 ; 2-8 ; 3-7 ; 4-6 Quatre séries

11 2-9 ; 3-8 ; 4-7 ; 5-6 Quatre séries

12 3-9 ; 4-8 ; 5-7 Trois séries

13 4-9 ; 5-8 ; 6-7 Trois séries

14 5-9 ; 6-7 Deux séries

15 6-9 ; 7-8 Deux séries

16 7-9 Série unique

17 8-9 Série unique

Tableau 1

Notamment, en désignant par Nn le nombre 
auquel correspond une série de n cases et 
par Sn le nombre de séries de n cases, nous 
indiquons dans le Tableau 2 ce que l’on 
obtient4.

Les règles du kakuro : une va-
riante

Pour remplir une grille de Kakuro, il faut res-
pecter les deux règles suivantes :
Règle 1. Il s’agit de placer les nombres de 
1 à 9 (le zéro est exclu) dans une série de 
cases blanches, un seul nombre par case. 
La somme de ces nombres est égale au 
nombre figurant dans la demi-case colorée 
correspondante5. 
Règle 2. Tous les nombres de 1 à 9 sont uti-
lisables mais, dans une série, un nombre 
n’apparaît qu’une seule fois.
De plus en plus intriguée par le Kakuro, 
lorsque nous étions à la recherche de grilles 

4  Comme nous pouvons le lire  dans la partie 1 de 
l’article (Math-Ecole n°219), les séries de deux cases ne 
correspondent qu’aux nombres 3 à 17 ; les séries de trois 
cases ne correspondent qu’aux nombres 6 à 24 ; les sé-
ries de quatre cases ne correspondent qu’aux nombres 
10 à 30 ; etc.
5  Par la suite, pour ne pas alourdir le texte, nous se-
rons amenés à identifier la demi-case colorée avec le 
nombre figurant dans celle-ci.
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à remplir, nous en avons trouvé des nou-
velles mais, dans ce cas-là, aux deux règles 
énoncées ci-dessus s’en ajoute une troi-
sième, à savoir :
Règle 3. La même série de nombres n’est 
utilisable qu’une fois par grille. 
Par exemple, pour remplir une série de deux 
cases correspondant à une demi-case co-
lorée contenant le nombre 8, on peut utiliser 
1 et 7 ou 2 et 6 ou encore 3 et 5. Suppo-
sons que, dans une grille, le 8 apparaît dans 
deux demi-cases colorées et que les deux 
séries correspondant sont constituées de 
deux cases. Si, dans l’une des deux séries, 
les nombres 1 et 7 ont déjà été utilisés, il ne 
reste que deux possibilités dans l’autre (soit, 
2 et 6 soit, 3 et 5). 
Considérons les grilles où, pour les com-
pléter, on doit respecter simultanément les 
règles 1, 2 et 3 énoncées ci-dessus.
A. Dans une telle grille, combien de fois le 
9 peut-il figurer dans une demi-case cor-
respondant à une série de deux cases ? Et 
dans une demi-case correspondant à une 
série de trois cases ? 
B. Compte tenu de l’existence de séries 
uniques, quelles conséquences sur la 
conception de telles grilles ? Par exemple, 

peut-on compléter la Grille 1 en respectant 
les trois règles6 ? 

1 2 3 4 5 6

A
11 4

B
     5

14 10

C
   17

3

D
     6      4

3

E
    10

F
    3

Grille 1

6  La Grille 1 apparaît aussi dans la partie 1 de cet article 
(Math-Ecole n°219, p. 17). La solution de la grille et les 
réponses aux questions sont fournies ici en Annexe I.

N2 (15) 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 18

S2 (36) 1 1 2 2 3 3 4 4 4 3 3 2 2 1 1

N3 (19) 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

S3 (84) 1 1 2 3 4 5 7 7 8 8 8 7 7 5 4 3 2 1 1

N4 (21) 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

S4 (126) 1 1 2 3 5 6 8 9 11 11 12 11 11 9 8 6 5 3 2 1 1

N5 (21) 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35

S5 (126) 1 1 2 3 5 6 8 9 11 11 12 11 11 9 8 6 5 3 2 1 1

N6 (19) 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39

S3 (84) 1 1 2 3 4 5 7 7 8 8 8 7 7 5 4 3 2 1 1

N7 (15) 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42

S7 (36) 1 1 2 2 3 3 4 4 4 3 3 2 2 1 1

Tableau 2
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Un exercice guidé : une grille à 
compléter

Avant de poursuivre la lecture, nous vous 
invitons à déterminer :

•  toutes les séries possibles correspondant 
à 21 et 22 lorsque n=3 ;
•  toutes les séries possibles correspondant 
à 33 lorsque n=5 ;
•  toutes les séries possibles correspondant 
à 9 lorsque n=2 et n=3 ;
•  toutes les séries possibles correspondant 
à 10 et 11 lorsque n=2.

Rappelons que le 15 correspond à la série 
de cinq cases unique 1+2+3+4+5 ; le 6 cor-
respond à la série de trois cases unique 
1+2+3.
Un joueur veut compléter la Grille 2 (6×4) 
suivante :

21 6 10 9 22

15

33

11 9

Grille 2

a) Dans deux demi-cases colorées, on a 
respectivement le 22 correspondant à une 
série de trois cases et le 15 correspondant 
à une série de cinq cases : dans leur case 
commune, pourquoi le joueur a-t-il placé le 
5 ?
b) Dans deux demi-cases colorées, on a res-
pectivement le 6 correspondant à une série 
de trois cases et le 33 correspondant à une 
série de cinq cases  : dans leur case com-
mune, pourquoi le joueur a-t-il placé le 3 ? 

21 6 10 9 22

15
5

33
3

11 9

Grille 2. 1

c) Après avoir complété la série correspon-
dant à la demi-case colorée contenant 
le 22, le joueur place le 4 et le 9 comme 
indiqué dans la Grille 4. Expliciter le raison-
nement qui conduit le joueur à placer ces 
deux nombres de cette façon et compléter 
cette série avec le nombre manquant.

21 6 10 9 22

15
4 5

33
3

11
9

9

Grille 2. 2

d) Pour compléter la série correspondant 
au 33, il ne reste maintenant que deux 
nombres à placer. Lesquels ?
e) Terminer la grille avec les nombres man-
quants. Vous pourrez vérifier la solution en 
Annexe II.

Et maintenant, à vous de jouer !
Sans vous fournir d’aides, nous vous pro-
posons ici deux grilles à compléter. Vous 
repérerez sans difficulté les détails permet-
tant de distinguer les grilles où l’on n’utilise 
que les règles 1 et 2 de celles où l’on utilise 
aussi la règle 3. Les solutions se trouvent en 
Annexe III.
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22 6 4 16 5

10 14

22

26

9

22 10

17

24

3 5

31

10 8

Grille 3 (7x7)

6 33 11 22 16

22 13

21

10 8

22

13

7

15

13

9 12

12 27

Grille 4 (8x6)

Un peu d’audace !
La ressemblance du Kakuro avec les mots 
croisés nous a encouragée à imaginer des 
grilles où des séries doivent être détermi-
nées, d’autres sont partiellement données 
et – c’est là l’originalité  ! – certains des 
nombres qui figurent dans les cases colo-
rées sont aussi à trouver suivant des indices 
fournis.
En respectant les trois règles, nous vous pro-
posons enfin de compléter la Grille 5 que 

nous avons créée dans sa totalité. La solu-
tion se trouve en Annexe IV.

12 10 16 28 7

1

5
1 9 1

14
9 1

1

3

8 9

15
1 1

Grille 5 (8x8 avec indices)

INDICES. En excluant les cases colorées 
de la première ligne (en partant du haut) 
et de la première colonne (en partant de 
gauche), parmi les onze cases colorées 
vides : 

•  une case reste complètement vide ;
•  quatre cases sont remplies dans la partie 
supérieure et inférieure avec les nombres 
suivant : 3, 5, 11(2), 13(2), 17(2), 20(3), 21(6) 
et 22(4) ;
•  quatre cases sont remplies dans la par-
tie supérieure avec les nombres suivants : 
4, 8(3) et 23(4), 25(5) ;
•  deux cases sont remplies dans la partie 
inférieure avec les nombres suivants : 11(4) 
et 14(3).

A côté de chaque nombre supérieur ou 
égal à 6, le nombre entre parenthèse in-
dique la longueur de la série qui lui corres-
pond.
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Annexe I - Solution Grille 1
1 2 3 4 5 6

A
11 4

B
     5

14
2 3

10

C
   17

9 5 1 2
3

D
     6

5 1
     4

3
3 1

E
    10

3 1 4 2

F
    3

2 1

A propos des grilles où l’on utilise les trois 
règles
Réponses aux questions A et B (p. 21)
A. Nous avons déjà vu que les séries de deux 
cases correspondant à 9 sont : 1-8, 2-7, 3-6, 
4-5. Le 9 peut donc figurer quatre fois.
Les séries de trois cases correspondant à 9 
étant trois (1-2-6, 1-3-5, 2-3-4), le 9 ne peut 
figurer que trois fois.
B. Dans des telles grilles, les nombres corres-
pondant à des séries uniques ne peuvent 
figurer qu’une seule fois. La Grille 1 peut être 
complétée en respectant seulement les 
règles (1) et (2) car le 3, le 4 et le 10 figurent 
dans plusieurs demi-cases colorées alors 
qu’ils correspondent à des séries uniques. 
Finalement, en imposant les trois règles, 
on peut concevoir des grilles dont la taille 
est moins importante que celle des grilles 
où l’on n’impose que les règles (1) et (2). 
Néanmoins, le recours aux trois règles peut 
représenter une aide. Dans une grille où le 
5 figure dans deux demi-cases colorées, si 
la série 1-4 a déjà été utilisée, on saura que 
pour l’autre il faudra inévitablement utiliser 
la série 2-3.

Annexe II - Solution Grille 2

21 6 10 9 22

15
4 1 3 2 5

33
8 3 7 6 9

11
9 2

9
1 8

a) La série de cinq cases correspondant à 
15 est 1-2-3-4-5 (série unique). Les séries de 
trois cases correspondant à 22 sont 5-8-9 et 
6-7-9. Pour que ces deux nombres aient une 
case commune, il faut choisir la série 5-8-9 
correspondant à 22 : les deux séries ont ainsi 
le 5 en commun.
b) Les séries de cinq cases correspondant 
à 33 sont : 3-6-7-8-9 et 4-5-7-8-9. La série de 
trois cases correspondant à 6 est  : 1-2-3. 
Pour que ces deux nombres aient une case 
commune, il faut choisir la série 3-6-7-8-9 
correspondant à 33 car, de cette manière 
les deux séries ont le 3 en commun.
c) Pour compléter la série correspondant 
au 22, il reste à placer le 8 et le 9 comme 
indiqué ci-contre. La case D6 est commune 
aux nombres 22 et 9  : parmi les séries de 
deux cases correspondant au 9 (1-8, 2-7, 3-6 
et 4-5), seule la série 1-8 est possible.
Le 21 et le 15 ont une case commune (B2). 
Pour le 21, on peut utiliser l’une des séries sui-
vantes : 4-8-9, 5-7-9 ou 6-7-8. Toutefois, pour 
le 15, il ne reste qu’à placer le 1, le 2, le 3 et 
le 4. Cela oblige à choisir la série 4-8-9 et à 
placer le 4 dans la case B2.
Le 21 et le 11 ont une case commune (D2). 
Les séries possibles pour le 11 sont : 2-9, 3-8, 
4-7, 5-6. Pour compléter la série correspon-
dant au 21, il ne reste qu’à placer le 8 et 
le 9. Si l’on plaçait le 8 dans la case D2, la 
série du 11 se compléterait avec un 3 dans 
la case D3, ce qui est impossible puisque, 
dans la troisième colonne le 3 apparaît déjà 
dans la case C3. Cela oblige à placer le 9 
et le 8 respectivement dans les cases D2 et 
C2.
d) Pour compléter la série correspondant au 
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33, il ne reste qu’à placer le 6 et le 7. Dans 
la cinquième colonne, il faut compléter une 
série correspondant au 9 (A5)  : si l’on pla-
çait le 7, elle se compléterait par deux 1, ce 
qui est impossible. Il faut donc placer le 7 et 
le 6 respectivement dans les cases D4 et D5.
f) (cf. ci-contre la grille complétée).

Annexe III - Solution Grilles 3 et 4

22 6 4 16 5

10
7 3

14

22 3 9 2

26
9 2 4 1 7 3

9
6 1 2 22 10

17

24

3 9 8 7 5

31
8 2 7 9 1 4

10
9 1

8
5 2 1

Grille 3

Dans ce jeu on tient compte des trois règles 

6 33 11 22 16

22
5 9 8

13
9 4 21

10
1 7 2

8

22 3 1 4

13

7 3 1 9
15

13 6 9

9
3 6

12
5 4 2 1

12
4 8

27
8 9 3 7

Grille 4

Dans ce jeu on ne tient compte que des 
règles (1) et (2) : on utilise la même série de 

trois cases correspondant à 22 qui figure 2 
fois dans la grille. 

Annexe IV - Solution de la grille 5

12 10 16 28 7

21

13 2 1 3 4 5 6

5
4 1

23
6 9 1

14
9 5

8
1 3 4 11

11

20 4 7 14

3

17 2 1

3
22

5 6 8 3 5

8
25

3 5 9 6 2

15
9 11 2 3

4
1 3
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1/9801 évolution du 
milieu d’une division un 
peu particulière (Partie 1)

Christine Del Notaro

Université de Genève

Cet article est le premier d’une série de trois, 
visant à restituer une recherche menée au-
près d’étudiants en formation en enseigne-
ment primaire et d’élèves de 12 ans (8ème 
HarmoS).
Tout a commencé par l’interpellation d’un 
enseignant me faisant part de sa surprise au 
sujet de la division 1/9801. Celle-ci ne tarde 
pas à devenir ma division de chevet, de 
par la cohorte de surprises qu’elle recèle. 
J’exhorte ici le lecteur à suspendre le cours 
de sa lecture et à se saisir lui-même d’une 
calculette pour effectuer cette division. Le 
résultat affiché sur une petite machine ne le 
satisfera peut-être pas, ainsi prendra-t-il une 
calculatrice en ligne, comportant plus de 
positions décimales ou tombera-t-il sur l’un 
de ces logiciels de calcul qui permettent de 
calculer des centaines de décimales. Dès 
les premiers affichages, il pressent que cette 
division  l’emmènera sur un terrain mouvant, 
où beaucoup de choses sont possibles et 
dans lequel la porte pour l’exploration est 
grande ouverte. Je vous invite à vous lais-
ser emporter par cet élan instinctif et à vous 
engouffrer dans le monde des nombres, si 
fascinant pour les élèves de l’école primaire 
à tout le moins. 

Contexte

Je me rends une fois par semaine dans une 
classe pour travailler avec des groupes 
d’élèves ; c’est le fruit de plus d’une année 
scolaire d’expérimentations que je souhaite 
partager ici. D’un point de vue macrosco-
pique, je travaille sur la distinction chiffre/
nombre, initié dans mon travail de thèse (Del 
Notaro, 2010). Cette tâche s’inscrit dans ma 
problématique, pour les questions qu’elle 
permet de poser sur les mathématiques, à 
travers les productions de connaissances 

et les expérimentations des élèves. Je vais 
donc tenter de montrer comment le milieu 
d’une tâche évolue à travers un jeu de 
tâches proposé à des élèves, aussi bien 
qu’à de futurs enseignants primaires. 
Dans l’ordre chronologique, j’ai proposé 
cette division en premier lieu aux étudiants 
de deuxième année du baccalauréat 
(BSEP2) en sciences de l’éducation à l’uni-
versité de Genève, formation en enseigne-
ment primaire, ce qui me donna l’envie de 
la soumettre aux élèves, toujours dans une 
perspective interactive. 
Sans entrer dans trop de détails, voici tou-
tefois quelques lignes directrices du jeu de 
tâches1:
«  Il s’agit d’un ensemble de tâches qui 
découlent en principe les unes des autres, 
sans être hiérarchisées pour autant. L’expé-
rimentateur est un élément du milieu qui va 
mettre en jeu ses propres connaissances 
pour interagir à la fois avec le milieu de 
la tâche et avec le milieu de l’élève. Cet 
ensemble de tâches procède d’un savoir 
mathématique et met en évidence les 
connaissances que les élèves ont accumu-
lées et qui constituent leur expérience » (Del 
Notaro, 2011). Et encore : « Le jeu de tâches 
laisse une place importante à l’investiga-
tion du milieu en partant d’une tâche qui 
va s’enrichir, s’amplifier, se prolonger tout 
en résultant du savoir mathématique. Il pro-
cède donc d’une démarche de recherche 
axée sur l’investigation du milieu  » (ibid., 
2012). 
Ce qui est à retenir pour cet article sont les 
notions d’investigation du milieu et d’inte-
raction de connaissances.
Je commencerai par décrire mon propre 
jeu de tâches – mes cartes – et j’enchaine-
rai avec celui proposé aux étudiants. Dans 
la 2e partie qui suivra dans un prochain 
numéro de Math-Ecole, je restituerai le jeu 
des élèves, pour terminer par la narration 
du dispositif interactif mis en place dans le 
but de voir ce qui ressort de la confrontation 
de ces deux milieux – tâche des élèves et 
tâche des étudiants.

1  Pour une définition plus complète de la notion de jeu 
de tâches, voir Favre (2008), Del Notaro (2011 ; 2012),
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investigation du milieu de 1/9801
Sans effectuer d’analyse a priori à propre-
ment parler, je livre quelques constats au-
tour de cette division, qui constituent la ma-
tière de mon jeu de tâches. Si l’on effectue 
cette division, l’une des premières surprises 
est le fait que les décimales s’organisent en 
une suite de 00 à 99, mais que cette der-
nière s’interrompt à un moment inattendu. 
Il faut, pour voir cela, un logiciel de calcul, 
sans quoi on passera à côté de cette curio-
sité  ; le quotient obtenu est  : 0,0001020304
05060708091011121314151617181920212223
24252627282930313233343536373839404142
43444546474849505152535455565758596061
62636465666768697071727374757677787980
81828384858687888990919293949596979900 
puis la suite reprend  : 010203… Il manque 
98. 
Si l’on navigue sur les différents sites web de 
mathématiques2, on comprendra que cette 
absence s’explique par un effet de cascade 
de retenues, où le 8 disparait à la faveur du 
9; il en va de même pour 1/998001, où, par 
groupes de 3 décimales, on obtient tous 
les entiers de 000 à 999, sauf 998. La suite 
de l’investigation porte à explorer d’autres 
nombres et à rechercher des absences de 
régularité ; on tombera alors rapidement sur 
les racines carrées de ces nombres (99, 999), 
qui nous permettent de considérer 9 et de 
constater que la division 1/81 a pour quo-
tient la suite  0,012345679012345… dans la-
quelle le 8 est absent également. A ce point 
de l’investigation, nous avons déjà plusieurs 
cartes en mains : 1/998001 et la série qui en 
découle  : 1/99980001, 1/81, etc.  Ainsi que 
1/9 (= 0,111…), et la série qui en découle : 
1/99 = 0,010101…), 1/999, etc.
Ajoutons-en quelques-unes. Que peut-on 
se demander ensuite  ? Ce qu’il advient 
si le dividende double  ? Par exemple, 
2/9801 = 0,0002040608101214 et 3/9801 = 
0,00030609121518212427… ; on reconnait les 
multiples de 2 et de 3 dans la suite décimale. 
Est-ce que cela continue ainsi ? Avec 4/9801, 
le quotient est 0,00040812162024283236… 
On retrouve en effet les multiples de 4. Il 
en va de même avec la division 5/9801 (= 
0,00051015202530354045…), où l’on voit 

2  Cf. webographie en fin d’article.

les multiples de 5. Fixons encore 10 au 
dénominateur  ;  sans surprise, on trouve 
0,0010203040506070… Le jeu sur les proprié-
tés de la division pointe alors.
La suite du jeu de tâches se décline à partir 
de ces constats et après avoir continué mon 
exploration avec les multiples de 11 au divi-
dende (11/9801  ; 22/9801, etc.), au vu de 
leurs curiosités, je m’embarque dans l’explo-
ration de nombres moins attendus, s’il en est. 
Je prends, par exemple, 247/9801, ce qui 
donne: 0,02520151004999489847974696... 
Je constate à ce moment-là que je retrouve 
la question des retenues qui expliquent 
l’absence du 98 dans la division originale. 
J’obtiens les multiples de 247 dans les déci-
males de ce nombre, moyennant quelques 
soustractions successives. Ainsi, les premiers 
multiples de 247 = {247  ; 494  ; 741  ; 988  ; 
…} se retrouvent de la manière suivante  : 
dans 0,0252, on peut voir 247, et il reste 5 
(252-247). J’abaisse ensuite les deux chiffres 
suivants, 0 et 1, ce qui me donne 501 et je 
continue ainsi : à 501, je soustrais 494, il reste 
7 ; j’abaisse 5 et 1 :

0,0252015100
-247  
00501

 -    494
reste 7

À 751, j’enlève 741, il reste 10. J’abaisse les 
deux zéros et j’obtiens 1000. 1000 – 988 = 12, 
et ainsi de suite.
Ce premier fait est intéressant et ex-
plique bien d’autres quotients, comme 
ceux explorés auparavant  : prenons par 
exemple 33/9801, puisque j’ai parlé de 
curiosités précédement. Le quotient en est 
0,003367003367003367… Considérons les 
M33 {33 ; 66 ; 99 ; 132 ;…} et effectuons les 
soustractions successives comme pour 247. 
On retrouve bel et bien les multiples de 33.
Au passage, remarquons que l’on pense 
« nombre » dans cet exemple.
Un deuxième fait a retenu mon attention 
lorsque le logiciel utilisé a mis les nombres 
en forme de la façon suivante : 0, 0252 0151 
0049 9948 9847 9746 9645 9544… ; cela per-
met de faire un autre constat : ici, je pense 
« chiffres », si je lis le quotient en scandant 
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(0,) 02-52-01-51-00-49-99-48 etc.  ; d’autres 
régularités apparaissent. Je sais par expé-
rience, que les élèves vont effectuer ce 
genre de constat, aspirés qu’ils sont par ce 
type de démarche.
J’ai suffisamment d’éléments en main pour 
proposer ce jeu de tâches en cours et pour 
me rendre sur le terrain ensuite. D’autres 
faits que je n’avais pas prévus se sont offerts 
à moi, alimentant ma réflexion autour de la 
question chiffre/nombre. J’ai alors une vi-
sion claire de mon dispositif, que j’exposerai 
dans un prochain numéro.

interaction de connaissances avec 
des étudiants en début de forma-
tion BSEP3

Une remarque de fond s’impose, à la fois 
banale et fondamentale lorsque l’on traite 
de questions numériques : rien n’est jamais 
trop simple et rien ne va jamais de soi. C’est 
un constat qui prévaut autant pour les 
élèves que les étudiants et, si j’osais, pour 
les formateurs d’enseignants ou les cher-
cheurs… Nous verrons que des étudiants 
porteurs d’un bagage mathématique 
conséquent en viennent à reconsidérer 
des notions essentielles et à les reconstruire 
à la faveur de leurs expérimentations, se 
trompant même quelquefois. Ces faits 
d’expérience se révèlent, pour autant que 
l’on s’autorise à jouer avec les nombres, à 
tâtonner, chercher, se questionner  ; c’est 
du moins le constat effectué au fil de mes 
propres expérimentations dans des classes. 
J’ai consacré une période de 45 minutes 
à la fin des trois derniers cours de l’année 
académique 2011-2012, pour acculturer les 
étudiants d’une part à la notion de jeu de 
tâches et d’autre part, au fait que j’allais 
jouer ce jeu avec eux. Je me mets donc en 
interaction – et quelque peu en danger, ne 
pouvant tenir pour acquis, de maintenir l’in-
teraction vive face à vingt-cinq étudiants –  
avec chacun de mes quatre groupes, une 
calculette prise sur le net et projetée pour 
effectuer les opérations qu’ils me diraient de 
faire, toujours à propos de la division 1/9801. 
Deux étudiants par groupe sont chargés de 
garder trace de ce qui se passe.

3  Baccalauréat en sciences de l’éducation orientation 
Enseignement primaire.

Jeu de tâches
Voici un jeu de tâches qui ressort de l’une 
de ces narrations :
« 1/9801=1,02030x10-4

10/9801=0,00102030
100/9801=0,0102030
1000/9801=0,10203
10000/9801=1,0203
100000/9801=10,203

1.	A chaque fois qu’on ajoute un 0, on aug-
mente d’une puissance de 10. Le numérateur est 
10 fois plus grand. Le résultat sera donc toujours 
10 fois plus grand. Nous avons une division qui est 
proportionnelle.

2/9801=2,0406 x10-4

20/9801=0,0020406
2.	Le résultat sera le même pour 2, 20, 200. On 

aura toujours 2,0406… mais à des puissances de 
plus en plus grandes dès qu’on aura un numéra-
teur plus grand. 

3.	Le rapport entre 1/9801=1.02030x10-4 et 
2/9801 = 2.0406x10-4. Le résultat de 1/9801 et 
2/9801 c’est que l’un est le double de l’autre. Si 
on a 4/9801 le résultat sera le double de 2/9801. 

4.	Si on multiplie le numérateur de la division 
1/9801 par n’importe quel nombre le résultat sera 
ce nombre fois le résultat de la division 1/9801. 
ax1/9801=ax1,1012x10-4 pour tout a.

5.	Si on multiplie le dénominateur par 10 que se 
passe-t-il ?

1/ (9801x10)=1,1012x10-5

1/ (9801x100)=1,1012x 10-6

A chaque fois que le dénominateur est multiplié 
par 10 le résultat est lui divisé par 10.

6.	Si on divise le dénominateur par 10 que se 
passe-t-ill ?

1/(9801/10)=1,1012x10-3

1/(9801/100)=1,1012x10-2

A chaque fois le dénominateur est divisé par 10 le 
résultat est lui multiplié par 10.

7.	Si à présent on double le dénominateur  ?  
1/(9801x2)=2,04060x10-5

Le rapport entre 2,04060x10-5 et 1,1012x10-4  est….2. 
Donc si on multiplie le dénominateur par 2 le ré-
sultat sera divisé par 2. Et si on divise le dénomi-
nateur par 2 ? 1/(9801/2)=2,04060 x 10-4 ce qui est 
la même chose que 2/9801,  le résultat a donc 
doublé. 

8.	En général si on multiplie le dénominateur 
par n’importe quel nombre, le résultat sera divisé 



Math-École 220/novembre2013 29

Primaire

par ce nombre. Si on divise le dénominateur par 
n’importe quel nombre, c’est comme multiplier le 
numérateur par ce nombre et donc multiplier le 
résultat par ce nombre. »

Résumé :
Si a vaut 10, 100, 1000, 1000…4

(ax1)/9801 la virgule du résultat est dépla-
cée de autant de chiffres à droite que a 
possède de 0
(a/1)/9801 la virgule du résultat est dépla-
cée de autant de chiffres à gauche que a 
possède de 0
1/(ax9801) la virgule du résultat est dépla-
cée de autant de chiffres à gauche que a 
possède de 0
1/(9801/a) la virgule du résultat est dépla-
cée de autant de chiffres à droite que a 
possède de 0
Le premier constat qui s’impose à la lecture 
de ce rapport est que des connaissances 
ont été activées et sont restituées par les 
étudiants, de manière méthodique. À la fa-
veur de leur exploration, sont réétudiés no-
tamment les liens entre le numérateur et/ou 
le dénominateur et le quotient. C’est fonda-
mental et trivial à la fois. Nous verrons que 
les élèves réaliseront les mêmes constats. 
Toutefois, je fais l’hypothèse que ce n’est 
pas si banal pour les étudiants, si j’en juge 
par le dernier paragraphe intitulé résumé, 
qui trahit, si j’ose dire, leur re-découverte de 
certaines de ces propriétés, pourtant déjà 
décrites de manière précise et répétées 
au point 8. Ils ont trouvé sur un site web un 
résumé, qu’ils ont copié et collé dans leur 
rapport. Il est écrit de manière plus simpliste 
et moins scientifique que leur propre restitu-
tion, comme s’ils voulaient s’assurer que l’on 
comprenne bien. 
Ces formules viennent soutenir leur pensée, 
et les rassurent.
La question chiffre/nombre prend peu à 
peu corps dans ces jeux de tâches qui sont 
l’occasion, en formation, de discuter cer-
taines propriétés des nombres sans crainte 
de jugement ou d’évaluation. L’un des pre-
miers ajustements s’est porté sur la lecture 
du quotient  : lit-on « zéro virgule zéro zéro, 

4  J’ai gardé les formulations qui suivent telles quelles, 
mal orthographiées.

zéro un, zéro deux, zéro trois ou : zéro virgule 
zéro zéro zéro, dix, vingt, trente ? » La ques-
tion que je pose alors est : un nombre peut-il 
se lire de façons différentes ? Oui ? Non ? 
Ils ne savent pas, et vous, lecteurs ? Qu’en 
pensez-vous  ? Les élèves sont plus hardis, 
prenant position et trouvant des lois qui leur 
permettent de continuer. 
Face à une multitude de liens possibles, 
le jeu de tâches propose une manière de 
comprendre les relations et les expériences 
effectuées par les différents interlocuteurs.
La question qui m’occupe dès lors est de 
comprendre comment exporter ces trou-
vailles mathématiques dans un dispositif 
de formation d’enseignants, tout autant 
qu’auprès d’élèves de 11-12 ans. Les condi-
tions nécessaires sont, avant tout, un savoir 
fort ainsi qu’un jeu de tâches révélateur de 
ce savoir, le tout, finement saupoudré de 
surprises.
Dans un prochain numéro, je ferai état 
des productions des élèves et de leur in-
croyable ingéniosité, pour terminer ensuite 
par l’exposé du dispositif interactif mis en 
place durant l’année suivante.
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Le cas Richard
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Cet article propose la narration d’une ex-
périmentation avec un élève poursuivant 
sa scolarité dans une institution spécialisée 
suisse romande. La narration vise à rendre 
compte des événements inattendus sur-
venus lors d’une séance avec des élèves. 
L’idée étant d’être capable, dans l’après 
coup, de restituer ces moments inatten-
dus repérés dans l’interaction. Comme il 
a été mentionné dans le numéro 218 de 
Math-Ecole, la narration est devenue une 
pratique privilégiée du groupe ddmes1  : 
«  Du point de vue de nos pratiques, nous 
considérons la narration comme une forme 
de représentation des événements qui 
parsèment nos expérimentations et qui est 
vouée à être rapportée ailleurs. La narra-
tion ne reste pas seulement cantonnée à 
une reprise indéfinie d’histoires narrées, mais 
débouche souvent sur de nouvelles actions 
et de nouvelles expériences  » (Cange & 
Groupe ddmes, 2012, p.46). Certaines nar-
rations ne restituent qu’une seule séance 
avec des élèves, voire même un moment 
précis d’une séance où quelque chose 
d’inattendu s’est produit, mais d’autres res-
tituent des événements apparus dans plu-
sieurs investigations successives. La narra-
tion présentée dans cet article reprend des 
événements qui se déroulent sur un grand 
nombre de séances avec un seul élève. 

Narration

Dès nos premières interventions auprès de 
Richard nous découvrons son rapport au 
nombre avec étonnement. Il ne sait pas ré-
citer la suite orale des nombres au-delà de 
12, il peine aussi à distinguer 12 et 21 ou 20, 
13 et 31, etc. Par contre, lorsqu’il doit dire 
combien il y a d’oreilles en tout dans la salle, 

1  Le groupe de recherche ddmes (didactique des ma-
thématiques de l’enseignement spécialisé) est composé 
de chercheurs, de formateurs et d’enseignants spéciali-
sés  des  cantons de Genève, Vaud et Valais.

il regarde discrètement les 4 personnes au-
tour de lui et répond correctement, « 10 ». 
Lorsque nous proposons ensuite le nombre 
de dents, il ne pourra pas répondre, mais 
indique qu’il y en a plus que de doigts. 
Quand son enseignante enchaîne avec 
le nombre de cheveux, ça semble le faire 
rire et il déclare qu’il y en a encore plus. Les 
premières séances nous permettent donc 
de déterminer que Richard a une certaine 
représentation des grands nombres, alors 
qu’il est limité avec les petits nombres qu’il 
ne sait pas nommer. 
Ces différents constats vont nous permettre 
de développer des jeux de tâches (Favre, 
2008) allant dans diverses directions. Ainsi il 
nous paraissait important d’explorer diffé-
rents axes relatifs à la compréhension des 
petits et grands nombres chez Richard. 
Dans cette narration nous ne présentons 
que certaines tâches impliquant un travail 
sur la numération écrite et le dénombre-
ment de petites et grandes quantités.

Concernant la numération écrite :
Lors d’une séance, nous proposons à Ri-
chard de réaliser une bande numérique, 
ce qui nous amène à observer son aisance 
dans l’écriture de la suite des nombres 
jusqu’à au moins 35, nombre auquel nous 
nous sommes arrêtés. 

Nous verrons également par la suite qu’il ne 
rencontre aucune difficulté à ordonner des 
grilles de nombres de 0 à 3300 (figures 2-a 
et 2-b).

Figure 1

Figure 2-a
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En effet, il observe d’abord le nombre de 
chiffres contenus dans le nombre, puis com-
pare les chiffres des milliers, des centaines, 
des dizaines et des unités. Richard a donc 
bien conscience que c’est d’abord le 
nombre de chiffres qui est déterminant ! 
Une autre tâche va mettre en évidence sa 
bonne compréhension de la numération 
écrite des grands nombres. Nous deman-
dons à Richard de tirer des cartes sur les-
quelles figurent des chiffres entre 0 et 9. Il 
doit ensuite ordonner ces cartes afin d’ob-
tenir le plus petit ou le plus grand nombre 
possible. Il réalise cette tâche avec facilité.

Concernant le dénombrement de petites 
quantités :
Une autre tâche proposée consiste à faire 
le maximum de croix sur une feuille en un 
certain laps de temps. Celui qui en réalise 
le plus gagne la partie. Au départ, nous 
laissons à peine dix secondes pour réaliser 
les croix, de sorte qu’il n’y en ait pas trop. 
Lorsque nous demandons à Richard qui a 
gagné, il se met à compter les croix. Après 
comptage, il indique en avoir 5 (au lieu de 

6) et en compte 10 chez nous (au lieu de 
11) (figure 4). Ce qui va nous interpeller, 
c’est qu’il ne compte pas en même temps 
qu’il pointe les croix, c’est probablement 
pourquoi il obtient des résultats erronés. De 
plus, il ne semble pas savoir organiser son 
dénombrement, ce qui peut l’amener à 
oublier des croix, voire à compter plusieurs 
fois la même. Ce sont donc ses difficultés 
d’énumération des 2 collections de croix 
qui vont l’amener à produire des erreurs. 
Or, l’énumération est une «  connaissance 
nécessaire au comptage  » (Briand et al, 
2000, p.7).

Suite à ce constat, nous choisissons, lors 
de la partie suivante, d’organiser nos croix 
en 4 lignes de 5 croix afin de pallier éven-
tuellement aux soucis d’énumération que 
rencontre Richard. De son côté, Richard 
continue à dessiner des croix sur tout l’es-
pace de sa feuille sans aucune organisation 
particulière (figure 5). Nous lui demandons 
ensuite s’il peut dire combien nous avons 
fait de croix «  sans les compter  ». A notre 
grand étonnement il écrit alors « 20 » sur la 
feuille, correspondant à la bonne réponse. 
Il semble donc que Richard ait une repré-
sentation de la quantité 20, mais qu’il ne sait 
pas comment nommer ce nombre  ! Com-
ment a-t-il alors procédé ? A-t-il fait 5 + 5 + 
5 + 5 = 20 ou 4 fois 5 = 20 ? Nous lui deman-
dons alors s’il peut aussi évaluer ses propres 
croix sans les compter. Il dit que non, car 
« c’est n’importe quoi », ce qui signifie que 
sa collection n’est pas organisée. Il compte 
alors oralement ses croix et obtient 12 (résul-
tat correct), mais inscrit 20 sur la feuille. Cet 
événement est inattendu et met en doute 

Figure 2-b

Figure 3

Figure 4
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nos interprétations précédentes qui ne lui 
attribuaient pas de difficulté particulière en 
numération écrite, alors qu’ici il ne semble 
pas gêné d’écrire 2 fois « 20 » alors qu’il in-
dique que c’est nous qui avons obtenu le 
plus de croix.

Concernant le dénombrement de 
grandes quantités :

La tâche suivante va se révéler très intéres-
sante, car Richard montre qu’il est capable 
de détourner ses difficultés (dénombrement 
de quantités au-delà de 12) afin de ré-
pondre à notre question. Pour cette tâche, 
nous avons pioché une poignée de jetons 
rouges dans un sac, puis une autre de je-
tons jaunes et avons demandé à Richard 
« où est-ce qu’il y en a le plus ? »  (figure 6). 
A cet effet, il réalise des lignes de 4 jetons 
avec les jetons rouges. Nous lui proposons 
de faire la même chose de notre côté avec 
les jetons jaunes, mais avec des lignes de 5 
jetons (et non de 4) ! 

Richard dit aussitôt que ça ne va pas jouer, 
qu’il faut faire pareil. Ainsi Richard procède 
en organisant identiquement deux collec-
tions afin de comparer leur quantité sans 
devoir passer par le dénombrement, mais 
par la correspondance terme à terme.
Une fois terminé, il vérifie en avançant 
ses mains simultanément ligne par ligne 
dans la collection de jetons jaunes et de 
jetons rouges en disant pour chaque ligne 
«  quatre, quatre,…  ». Il termine les jetons 
rouges avant les jaunes et en déduit qu’il y 
a plus de jaunes !
Au fil des séances, nous allons de surprises 
en surprises avec Richard. La narration 
pourrait donc se poursuivre bien au-delà de 
ces quelques lignes. Ce que nous pouvons 
mettre en évidence à ce stade, c’est que 
l’expérience suscitée par les jeux de tâches 
que nous avons proposés nous permet de 
révéler des connaissances chez Richard 
que nous n’aurions pas imaginées à priori. 
Cette citation nous semble conclure parfai-
tement cette expérience  « Il est important 
de rendre visible pour les enseignants le fait 
que leurs élèves sont susceptibles de déve-
lopper des capacités et des motivations qui 
vont souvent bien au-delà de ce que l’on 
peut envisager a priori » (Dias, 2007).
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A propos des nombres 
décimaux (Partie 2)1

André Scheibler

Les nombres décimaux dans l’ère 
de la théorie des ensembles

Considérons la présentation culturelle et 
classique des ensembles des nombres : ℕ ⊂ 
ℤ ⊂ ℚ ⊂ ℝ. Comment pourrions-nous y glisser 
quelque part ⅅ ? Deux possibilités s’offrent 
à nous, si nous considérons ⅅ comme l’en-
semble des nombres décimaux limités  : ⅅ 
va se situer entre ℤ et ℚ, donc il faut propo-
ser soit une extension de l’ensemble ℤ pour 
faire ⅅ, soit une restriction de ℚ pour faire ⅅ.
Faisons d’abord un petit rappel concer-
nant l’ensemble des nombres rationnels ℚ. 
Cet ensemble peut se définir comme une 
extension de ℤ, comme suit :
ℚ = {a/b /a;b∈ ℤ,b≠0}, a/b est une écriture 
utilisant deux nombres de ℕ, a et b placés 
l’un au-dessus de l’autre et séparés par 
une barre horizontale. Il faut tout de suite 
une manière de traduire cette écriture en 
écriture décimale : ce sera le résultat de la 
division de a par b. A ce stade, il est donc 
nécessaire que cette opération de divi-
sion soit définie. Quel est donc l’avantage 
d’écrire ces nombres uniquement à l’aide 
d’entiers, et de créer ainsi l’écriture fraction-
naire qui exigera, en contre partie, un nou-
vel apprentissage des opérations de calcul 
avec cette écriture  ? C’est certainement 
qu’avec elle, l’opération de division s’avère 
d’une extrême simplicité !
Mais revenons à nos décimaux, et com-
mençons par les décrire par une restriction 
de ℚ :

(1) ⅅ={x ∈ ℚ/∃p ∈ ℕ/ x.10p∈ ℤ}
Traduisons cette formule  : ⅅ égale l’en-
semble des nombres x appartenant à ℚ tels 
qu’il existe un nombre p (au moins un) ap-
partenant à ℕ tel que si l’on multiplie x par 
10p, le résultat est un nombre entier.

1  La première partie de cet article est parue dans le 
numéro 219. 

Ce qui est très économique mais assez ex-
péditif, puisque cette définition en fait ne 
montre rien de ces x particuliers si on ne les 
connaissait déjà. Une autre définition ap-
portera plus d’informations : 
(2) ⅅ={a/b ∈ ℚ avec (a;b) premiers entre 
eux/∃ n;m∈ ℕ /b=2n•5m}
Traduction  : ⅅ ce sont toutes les fractions 
rationnelles et réduites de ℚ dont le déno-
minateur se décompose en produits de fac-
teurs uniquement égaux à 2 et/ou 5. C’est 
déjà plus opérationnel. La division de a par 
b est alors une division exacte, dont le reste 
est 0. Par exemple, la fraction 39/960 qui 
se réduit en 13/920 = 13/(26•52) qui corres-
pond, après division, à 0,040625. 
Si l’on recherche maintenant une deuxième 
définition de ⅅ, mais cette fois par extension 
de ℤ, il suffit de se ramener aux propositions 
de Stevin (exposées dans le Math-Ecole 219 
et que nous rappelons) :

...chaque nombre de Disme étant en fait 
déterminé par un couple d’entiers, le pre-
mier formé de tous les chiffres utilisés, dans 
l’ordre, sans omettre de zéro en cas de 
défaillance d’un signe, le second étant 
le signe du dernier chiffre. 8(0)9(1)3(2)7(3) 
est traité comme le couple (8937 ; 3).

Une autre définition en extension, plus for-
melle, est proposée dans l’Annexe I.

Quelques commentaires à propos 
des différentes définitions de ⅅ

1.	Stevin vise, en imposant des rompus tous 
égaux à la dixième partie, une uniformi-
sation de l’écriture des nombres pour la 
plupart des corps de métier, et par là une 
grande facilitation du calcul. Lebesgue 
veut définir une écriture de tous les 
nombres associés à la mesure de longueur 
de tout segment, et c’est une procédure 
de cette mesure qui définit le nombre. Les 
définitions plus formelles enfin disent les 
propriétés des nombres qui sont décimaux 
parmi les nombres rationnels ℚ.
2.	La numération en base 10 est respon-
sable de la singularité de cet ensemble. La 
présence de 10p dans la première formule 
et celle de 2n•5m dans la deuxième expri-
ment bien cette singularité.
3.	La décomposition de b, le dénominateur 
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de a/b, en produits de facteurs premiers 
strictement égaux à 2 ou 5 donne du grain 
à moudre à toute méthode qui voudrait 
faire une place aux décimaux dans un 
enseignement. La décomposition en pro-
duits de facteurs du dénominateur four-
nit une méthode élégante, au détriment 
d’une division de a par b qui de temps en 
temps “finit”, et de temps en temps (mais 
quand ?) ne “finit” pas2.
4.	Les définitions des mathématiciens 
ensemblistes nous apparaissent ici très 
abstraites. Elles sont aussi le fruit d’une 
époque, qui s’est appelée «  mathé-
matiques modernes  », dans laquelle la 
théorie des ensembles a pris une place 
importante. L’étude des ensembles de 
nombres, et l’ambition d’en faire LA base 
de tout l’édifice mathématique – l’ensei-
gnement de la géométrie d’Euclide a 
même failli disparaître à ce moment-là 
- sont les causes d’une distance volontai-
rement marquée avec un côté pratique 
de l’usage des mathématiques, et des 
nombres en particulier. Alors que Stevin 
insiste sur ce côté pratique, et Lebesgue 
ici fait d’une procédure de mesure de seg-
ments une définition, qui correspond à la 
définition de nombre réel apparue dans 
la version actuelle de l’aide-mémoire des 
ressources d’enseignement romand :
Un nombre décimal est un nombre dont 
l’écriture décimale possède un nombre 
fini de chiffres non nuls après la virgule. 
C’est le quotient d’un nombre entier par 
une puissance de dix. 

5.	Je laisse enfin le soin au lecteur d’aller 
rechercher dans les ressources qu’il uti-
lise dans son enseignement, ou dans sa 
démarche personnelle de traiter les dif-
férentes écritures des nombres, la place 
qui y est faite ou non à l’ensemble ⅅ des 
nombres décimaux. L’objectif de cet ar-
ticle est de l’aider dans cette démarche.

Calculs avec les nombres déci-
maux

Je ne traiterai ici que de l’opération de di-
vision, parce qu’elle joue un rôle clé dans 
l’étude des nombres décimaux. Le lecteur 
démontrera facilement qu’additionner, 

2  Cf par exemple un cas tel que a=1 et b= 97.

soustraire ou multiplier deux nombres déci-
maux donne un décimal. Ce n’est pas le 
cas de la division.

La division euclidienne dans ⅅ existe-t-
elle ?
Il est fréquent, dans l’enseignement et dans 
les méthodologies utilisées, de traiter en pa-
rallèle l’ensemble des décimaux ⅅ et celui 
des nombres rationnels ℚ. Cet ensemble est 
présenté souvent comme l’ensemble des 
fractions où a et b sont des nombres entiers 
puisés dans ℤ avec b différent de 0. L’iso-
morphisme de ℚ en écriture fractionnaire 
avec les nombres décimaux illimités dits 
rationnels (ou nombres périodiques) exige 
un algorithme de passage d’une écriture 
à l’autre, et c’est bien sûr la division qui va 
remplir ce rôle. Revenons alors sur la défini-
tion de la division euclidienne dans ℕ :
Soit (a ; b), (a;b)∈(ℕ × ℕ*)(b≠0) 
Alors il existe (q,r) ∈ (ℕ × ℕ) tel que a=b•q+r 
et 0 ≤ r < b
q est appelé quotient et r reste de la division 
euclidienne. 
Il faut relever que la division euclidienne 
n’est pas une opération comme les autres, 
puisque sa réponse n’est pas un nombre, 
mais deux. Et ces deux nombres sont soumis 
à deux conditions, qui exigent les définitions 
de deux opérations, + et • , et l’existence 
d’une relation d’ordre total.
Au premier abord, on se dit que cela ne 
va pas poser de problème dans ⅅ, puisque 
nous avons ces définitions et cette relation 
d’ordre. Il va suffire de transposer l’algo-
rithme connu sur ℕ. C’est bien ce que la 
plupart des calculateurs font, en invoquant 
un théorème démontré facilement sur ℚ :

Si l’on multiplie dividende et diviseur par 
un même nombre, le quotient ne change 
pas.

En prenant plus de précaution : 
Soit a,b,f ∈ ℚ, b et f non nuls, 

alors (a/b) = (a•f)/(b•f)
La démonstration complète dans ℚ va évi-
demment faire appel à la définition de cet 
ensemble, et aux règles dites de simplifica-
tion de fractions.
Le problème est que, si l’on veut définir une 
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division euclidienne dans ℕ, on peut bien 
faire usage du théorème ci-dessus, valable 
dans ℚ, mais ce théorème ne dit rien du 
reste !
Pour cette division, on propose donc sou-
vent aux élèves de multiplier dividende et 
diviseur par la bonne puissance de 10, afin 
qu’ils deviennent tous deux des entiers, et 
d’effectuer la division. Le nombre d’unités 
du quotient trouvé, on « continue », en ajou-
tant un zéro à droite du dividende, pour 
figurer la décimale suivante. Les élèves, lan-
cés dans cette opération, posent souvent la 
question : « On s’arrête quand, Madame? » 
Ayant obtenus réponse (mais que leur ré-
pondez-vous  ?) ils fournissent quasiment 
dans tous les cas le dernier nombre entier 
obtenu « quand on s’arrête », comme reste 
de la division. Par exemple :
0,7 divisé par 0,3
7 3
6 2,33
10
09
010
009
001

Réponse : quotient =2,33 ; reste 1
Or :
0,3•2,33+1 ≠ 0,7 et 1 n’est pas compris entre 
0 et 0,3. 
Tous les enseignants et les lecteurs attentifs 
ont bien entendu reconnu l’erreur, r = 0,001 
et les deux conditions sont vérifiées pour 0,7 
divisé par 0,3. Pour définir donc notre divi-
sion euclidienne, il faut un élément supplé-
mentaire, celui qui répond à la question des 
élèves : « Quand s’arrête-t-on ? ». Il faudra 
alors définir ce que l’on pourrait appeler la 
« décimalité » d’un nombre de ⅅ.
Cette «  décimalité  » peut être le dernier 
signe non nul que Stevin attribue à l’écriture 
de ses nombres. Par exemple, 3 serait la 
décimalité de 8(0)9(1)3(2)7(3) (en notation 
actuelle : 8,937).
Cette « décimalité » peut être intégrée dans 
l’algorithme de division, en fixant a priori 
l’arrêt, par exemple à 10-3. Il serait égale-
ment nécessaire de noter la décimalité à 

chaque étape une fois terminé la partie de 
l’algorithme dans les entiers.
Dans l’Annexe III, nous proposons des élé-
ments formels qui peuvent permettre de 
fonder l’élargissement de la division eucli-
dienne à ⅅ, l’ensemble des décimaux.

Infiniment petit, infiniment grand

A celui qui s’intéresserait à la définition 
d’ensembles de nombres et à leurs diffé-
rentes écritures, ce qui vraisemblablement 
le conduirait à des questions concernant 
l’infiniment petit ou l’infiniment grand, je 
propose la lecture du livre « La notion d’in-
fini » de Thérèse Gilbert et Nicolas Rouche.
Cet ouvrage, tout à fait abordable pour 
un non spécialiste en mathématiques, pro-
pose une excellente approche de la notion 
d’infini, illustrée par de nombreux textes his-
toriques. Le lecteur pourra constater que de 
virulents échanges jalonnent toute l’histoire 
à propos de la nature des objets mathéma-
tiques. Les auteurs mettent très bien en évi-
dence des paradoxes concernant ces ob-
jets, paradoxes qui d’une certaine manière 
subsistent encore aujourd’hui, d’un point de 
vue philosophique.
Cette approche de la notion d’infini est par-
ticulièrement bien adaptée pour des ensei-
gnants. Ils vont constater que des questions 
fondamentales, comme par exemple : peut-
on fabriquer une droite avec des points ? Y-
a-t-il du vide entre les points ? Comment se 
touchent-ils ? etc., questions qu’ils se posent 
peut-être eux-mêmes, et qui pourraient oc-
cuper de temps à autre les pensées de leurs 
élèves, et bien ces questions ont été aussi 
celles de grands savants. Cette approche 
ne prend pas la forme sèche d’un discours 
historique, elle est essentiellement alimentée 
de problèmes. En voici un exemple (p. 225-
226) pour conclure, qui nous fait revenir au 
fameux nombre 0,999..., qu’Henri Lebesgue 
excluait de ses nombres décimaux illimités :
Que pensez-vous des arguments interve-
nant dans le dialogue suivant  ? Imaginez-
en la suite.
LE PROFESSEUR. Le nombre s’écrivant 
0,999..., avec une infinité de 9, est égal à 1.
L’ETUDIANT. Non, ce n’est pas possible ! Ce 
sont deux nombres différents. Cela se voit : 
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ils ont des écritures différentes.
PROF. S’ils sont différents, donnez-moi leur 
différence.
ET. La différence est le nombre 0,000...1, 
avec une infinité de zéros avant le 1.
PROF. Mais il y a une infinité de zéros, vous 
n’arriverez jamais à la dernière décimale, à 
savoir 1.
ET. C’est comme pour votre 0,999..., vous 
n’arriverez jamais au bout de votre infinité 
de 9. Donc le dernier 9 n’apparaissant pas, 
0,999... ne sera “jamais” égal à 1.
PROF. Moui... Autre chose  : si ces deux 
nombres sont différents, vous devez pouvoir 
trouver un nombre entre les deux, et même 
une infinité de nombres...
ET. Il suffit, par exemple, de calculer la 
moyenne des deux. Leur somme valant 
1,999..., la moyenne sera 0,999...5, avec une 
infinité de 9 avant le 5. En effet :
1,9/2 = 0,95 ; (1,99/2) = 0,995, etc.
Sur quoi se basait ce professeur pour lancer 
son affirmation  ? Probablement sur cette 
démonstration :
10•0,999…=9,999…
1•0,999…=0,999…
Donc 10•0,999…-1•0,999…=9
Donc 9•0,999…=9 alors 1•0,999…=1
Cela semble lui donner raison. Mais les ar-
guments de l’étudiant ne sont-ils pas perti-
nents ? 
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Annexe 1 : définition ensembliste de ⅅ
Considérons dans ℤ × ℕ la relation d’équiva-
lence ~ suivante :

(a,n)~(b,p)ssi a•10p=b.10n

La classe (a,n) est notée (a/10n)
Alors ⅅ est l’ensemble-quotient 

ⅅ = ℤ × ℕ / ~
Il nous faudra un petit effort pour com-
prendre toutes les subtilités de cette défi-
nition. D’abord les objets ainsi présentés ne 
ressemblent pas à nos nombres habituels, 
avec une virgule, mais ce sont des couples 
de nombres entiers. La notation (a/10n) per-
met heureusement de nous ramener à des 
choses plus connues. Reste bien entendu 
à définir les opérations + et • avec de tels 
objets. Nous laissons au lecteur le soin d’étu-
dier un peu cet ensemble de couples qui 
ne sont constitués que par des entiers, de 
chercher à écrire un ensemble de couples 
équivalents selon la relation d’équivalence 
~, de définir les couples qui sont résultats 
d’une opération d’addition et de multipli-
cation.

Annexe II : division euclidienne généralisée

Lorsque, de façon plus générale, nous cher-
chons à étendre la division euclidienne sur 
d’autres ensembles que ℕ comme ⅅ bien 
sûr, mais aussi ℤ, ℂ l’ensemble des nombres 
complexes, K[x] l’ensemble des polynômes 
à coefficients dans un corps K, et enfin tout 
ensemble possédant une structure d’an-
neau, il va falloir introduire une nouvelle 
fonction, que l’on appelle stathme.
Soit A un ensemble ayant une structure 
d’anneau. Le stathme de A est une fonc-
tion de A* dans ℕ permettant d’y introduire 
une nouvelle relation d’ordre (il n’y en a a 
priori pas sur l’ensemble des polynômes K[x] 
par exemple). Deux éléments de A seront 
alors ordonnés selon l’ordre de leurs images 
par la fonction stathme. Voici quelques 
exemples :

•  1) Division euclidienne dans ℤ  : le 

http://hal.archives-ouvertes.fr/index.php?halsid=dhb78dii8ggjg8u43uq2lqhn23&view_this_doc=hal-00734932&version=1
http://hal.archives-ouvertes.fr/index.php?halsid=dhb78dii8ggjg8u43uq2lqhn23&view_this_doc=hal-00734932&version=1
http://hal.archives-ouvertes.fr/index.php?halsid=dhb78dii8ggjg8u43uq2lqhn23&view_this_doc=hal-00734932&version=1
http://hal.archives-ouvertes.fr/index.php?halsid=dhb78dii8ggjg8u43uq2lqhn23&view_this_doc=hal-00734932&version=1
http://hal.archives-ouvertes.fr/index.php?halsid=dhb78dii8ggjg8u43uq2lqhn23&view_this_doc=hal-00734932&version=1
http://adcs.home.xs4all.nl/stevin/telconst/10sme.html
http://adcs.home.xs4all.nl/stevin/telconst/10sme.html
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stathme de ℤ est tout simplement la fonc-
tion :

φ:ℤ*→ℕ
φ(a)=/a/ l’image de a est la valeur absolue 
de a.
On peut alors définir une division eucli-
dienne sur ℤ :
Soit (a,b)∈ℤ×ℤ*, , alors il existe un couple 
(q,r)∈ ℤ×ℤ tel que a=b•q+r et φ(r)≤φ(b)soit 
/r/</b/
(le reste peut être négatif dans une division 
euclidienne dans ℤ).
2) Division euclidienne dans l’ensemble des 
polynômes à une lettre x à coefficients dans 
ℚ, ℚ[x]  :
Les polynômes réduits sont ordonnés par 
valeurs décroissantes des degrés des mo-
nômes, le stathme d’un polynôme sera alors 
évidemment son degré. Le degré du reste 
sera strictement plus petit que le degré du 
diviseur. Si le degré du dividende est plus 
petit que le degré du diviseur, le quotient 
égale 0 et le reste est égal au dividende.
Mais au fait, les nombres décimaux peuvent 
aussi s’écrire comme des polynômes ordon-
nés par valeurs décroissantes ! Hélas, on ne 
pourra pas diviser de tels polynômes avec 
les mêmes règles que dans ℚ[x], les coeffi-
cients étant des entiers. Et si vous divisez un 
entier par un entier...

Annexe III : algorithme de division euclidienne avec 
décimalité

Nous proposons ici des éléments qui 
peuvent permettre de fonder l’élargisse-
ment de la division euclidienne à ⅅ, l’en-
semble des décimaux. Pour cela, il faut bien 
entendu fixer la décimalité du quotient.
Soit un triple (a  ;  b  ;  n) où (a;b)∈ ⅅ×ⅅ* et 
n∈ℕ.
Alors il existe un unique couple tel que : 
(q,r)∈ ⅅ×ⅅ tel que a = b•q + r
avec décimalité de q=n et 0≤r<b/10n, la 
décimalité du reste étant égale à la déci-
malité de b + n.
Reprenons notre exemple : 0,7 divisé par 0,3 
décimalité de q =2 : alors la décimalité du 
reste sera égale à 1 + 2 = 3 et r est compris 

entre 0 et 0,3/(102)= 0,003.
On le constate, cette définition s’écarte 
un peu de la stricte définition de la division 
euclidienne dans ℕ. Il a fallu introduire une 
nouvelle fonction, la décimalité. Et si nous 
avons maintenant une définition, il reste en-
core à adapter l’algorithme de division pour 
déterminer q et r correctement. Le lecteur 
s’en chargera s’il ne veut pas abandonner 
à la calculette seule ce type d’opération. 
Mais que fait réellement la calculette ?



Math-École 220/novembre 201338

Primaire

De la stratégie à la dé-
marche, de la recherche 
au savoir

Julien Sourgens, Camille Batardon, 
Catia Castronuovo

Etudiants à l’Université de Genève

Dans le cadre du séminaire de recherche 
en didactique des mathématiques, après 
avoir effectué une analyse a priori nous 
sommes allés observer l’activité «  Le cra-
paud » (page 82 du livre élève), présentée 
ci-dessous, dans une classe de 8ième Har-
moS (solution du livre de l’enseignant en 
annexe).

A la suite de cette observation, nous avons 
décidé de nous intéresser à la façon avec 
laquelle un enseignant peut mener ses 
élèves de la stratégie à la démarche, de la 
recherche au savoir  ; ceci constitue notre 
question de recherche. Cet article présente 
un bref résumé et l’analyse des deux leçons, 
la retranscription de deux discussions entre 
l’enseignant et ses élèves et la réponse à 
notre question de recherche.

Réalisation de l’activité

Contexte

L’activité s’est passée dans une classe de 
8PH de 19 élèves, d’une grande école de 
ville. Dans cette classe, le niveau des élèves 
est hétérogène. L’activité s’est déroulée en 
deux parties différentes, sur deux leçons de 
50 minutes.

Synthèse des échanges avec l’enseignant 
Nous avons eu plusieurs discussions avec 
l’enseignant au sujet de notre leçon prévue. 
Au fil de la discussion, il nous a expliqué que, 
selon lui, notre leçon prévue n’allait abou-
tir à aucun savoir  ; il n’y aurait que de la 
recherche. Autrement dit, notre analyse a 
priori lui semblait réductrice par rapport au 
potentiel de l’activité, et peu porteuse de 
sens pour les élèves. Donc, nous avons revu 
notre planification et préparé une seconde 
leçon dans une perspective nouvelle : pre-
mière introduction de la suite de Fibonacci.
Nous définissons le terme recherche comme 
un processus de questionnement et d’expé-
rimentation ayant comme point de départ 
l’exercice proposé. De plus, nous estimons 
que le terme stratégie se réfère aux diffé-
rentes manières d’aborder le problème. Par 
les stratégies, les élèves peuvent prendre 
conscience des enjeux de l’activité et de 
la future démonstration. La perspective 
est d’aboutir à une démarche que l’on 
définit par un ensemble de solutions ; nous 
considérons que la démarche, contrai-
rement aux stratégies qui sont propres à 
l’activité donnée, a un aspect reproduc-
tible puisqu’elle peut être réutilisée dans 
d’autres recherches. Le savoir qui découle 
de la démarche est l’aboutissement de la 
recherche. 

Récit chronologique de l’activité 
1ère leçon 
L’enseignant a expliqué ce que les élèves 
allaient faire. Il leur a demandé de lire indi-
viduellement la consigne dans le livre de 
l’élève et a ensuite constitué des duos hé-
térogènes  ; ce choix a été effectué selon 
son appréciation, de manière à ce que les 
élèves puissent s’apporter mutuellement 
leurs connaissances. 
La consigne a été relue par l’enseignant et 
reformulée par un élève. Puis, il a posé diffé-
rentes questions, comme par exemple «  le 
crapaud peut-il sauter une marche ? Deux 
marches ? Trois marches ? » pour s’assurer 
de la compréhension des élèves. Par cette 
question, il s’assure du fait que les élèves ont 
bien compris que le crapaud peut monter 
l’escalier en combinant différents sauts, de 
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une ou deux marches. Les élèves se sont 
ensuite mis à la tâche.

Après 20 minutes de travail en duo, l’ensei-
gnant a procédé à une mise en commun ; 
il a posé la question « Avez-vous une straté-
gie, une façon de faire qui pourrait aider les 
autres à avancer dans leur recherche  ?  » 
et plusieurs duos ont proposé leur façon de 
faire ; par exemple, ils ont proposé de faire 
une liste ou d’autres de dessiner les escaliers. 
L’enseignant a alors demandé aux élèves 
comment il faudrait s’organiser  ; quelques 
élèves ont répondu en donnant les straté-
gies les plus efficaces selon eux. Le terme 
de démarche a été émis par un élève. 

L’enseignant a ensuite discuté avec les 
élèves sur ce qu’était une démarche et 
sur les caractéristiques qu’elle avait. Il a 
demandé comment était celle-ci et les 
élèves ont expliqué que la démarche était 

systématique. A la suite de cela, le titulaire 
de la classe a demandé aux élèves de se 
remettre au travail en listant les différentes 
possibilités tout en évoquant une construc-
tion par une stratégie systématique. L’en-
seignant a questionné ses élèves sur leur 
stratégie et les a comparées, en faisant 
émerger la solution du tableau ou de la 
liste. Il a commencé ensuite, à l’aide de ses 
élèves, à lister les possibilités en les écrivant 
au tableau.
2ème leçon
Tout d’abord, l’enseignant a effectué un 
rappel de l’activité réalisée la semaine pré-
cédente ; il a demandé aux élèves ce dont 
ils se rappelaient et comment ils s’étaient 
organisés. Les élèves ont parlé du problème 
«  d’escalier  ». Ils ont rappelé l’activité et 
l’enseignant a donné la solution finale par 
oral pour sept marches. 
Il a demandé ensuite quelle organisation 
de travail était la plus adéquate. Les élèves 
ont répondu que la liste était optimale car 
elle allait plus vite et permettait une meil-
leure organisation. 
Après cela, l’enseignant a demandé com-
ment il était possible de caractériser cette 
organisation et a amené les élèves à dire 
que celle-ci était systématique, qu’il y avait 
une logique (régularité), que l’on ne se per-
dait pas. 
Ensuite, il a lancé les élèves sur une re-
cherche du nombre de possibilités pour un 
escalier de 4 marches. Les élèves ont rapi-
dement trouvé le bon nombre de possibili-
tés. Il leur a demandé ensuite de rechercher 
pour 5 marches. L’enseignant a dessiné un 
tableau récapitulatif de deux lignes et a de-
mandé aux élèves quelle était son utilité; les 
élèves ont répondu que l’on pouvait com-
parer et savoir où l’on en était. Ils ont ensuite 
rempli ce tableau avec les éléments déjà 
connus. L’enseignant leur a ensuite deman-
dé de rechercher le nombre de possibilités 
pour trois marches. 

Recherche de stratégies par un élève

Propositions de stratégies faites par les élèves
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A la suite de cela, il a demandé si c’était 
possible de trouver le nombre de possibilités 
pour 6 marches sans faire de liste ; il a rap-
pelé que l’on peut comparer en s’aidant 
du tableau rempli. Un élève a proposé les 
écarts entre le nombre de possibilités et un 
second a proposé l’addition des deux pos-
sibilités précédentes. L’enseignant a validé 
cette réponse et les élèves ont montré et 
expliqué celle-ci. Il a demandé de com-
bien était le nombre de marches travaillé la 
semaine dernière et un élève a répondu et 
prouvé le nombre de possibilités avec l’ad-
dition. Ils ont ensuite recherché pour 8, 9, 10, 
20, 50 et 1’000 marches.
Enfin, l’enseignant a effectué une institution-
nalisation en demandant aux élèves quelle 
était l’idée savante derrière ce problème 
de recherche. Un élève a répondu qu’il fal-
lait « additionner le nombre des deux possi-
bilités de marches précédentes pour trou-
ver la suivante ». Cette règle a été écrite au 
tableau noir et copiée dans le cahier.

Traitement de la question de 
recherche

En prenant l’activité-même, nous considé-
rons que celle-ci ne permet pas aux élèves 
de trouver directement le savoir complexe 
de la suite de Fibonacci : tout terme de 
cette suite est la somme des deux termes 
qui le précèdent.
En effet, les élèves effectuent uniquement 
de la recherche et ne perçoivent que peu 
de sens dans l’activité. En d’autres termes, 
la première partie de notre activité – ici, 
la recherche de solutions – permet de 
construire une palette de stratégies. Néan-
moins, nous estimons qu’aucun savoir ne 

peut émerger avec la recherche d’un seul 
nombre de marches, en vertu de l’absence 
d’autres éléments comparables, puisque 
pour exister la suite de Fibonacci requiert la 
présence de différents termes1 consécutifs. 
Nous considérons que des aménagements 
de la part de l’enseignant sont donc néces-
saires pour donner du sens à l’activité aux 
élèves afin de les mener de la situation de 
recherche au savoir savant  : la suite de 
Fibonacci. Ainsi nous avons décidé avec 
l’enseignant d’effectuer une troisième le-
çon concentrée sur l’acquisition du savoir. 
Cette seconde partie a donc permis aux 
élèves de passer de la stratégie à la dé-
marche, grâce aux remarques, indications 
et questions de l’enseignant. 
Il est vrai que l’organisation sociale de la se-
conde partie n’était pas identique à la pre-
mière  : les élèves se sont retrouvés face à 
l’enseignant et seuls dans leurs recherches. 
Durant la première partie (deuxpremière 
leçons), les élèves étaient confrontés à eux-
mêmes et à leurs camarades  ; des incerti-
tudes ont donc émergé et étaient dues au 
groupe et aux différentes discussions inter 
élèves. Dans la seconde partie, les discus-
sions ont été guidées par l’enseignant, qui 
savait exactement où il voulait mener ses 
élèves  ; il y avait donc très peu d’incerti-
tudes et s’il y en a eu, celles-ci ont été ame-
nées par l’enseignant. 
Constatons-le à présent avec une retrans-
cription partielle d’extraits vidéo enregistrés 
lors de la seconde partie :
1er extrait : 
ENS  : «  Notre recherche, elle est com-
ment ? »
E1 : «  Heu… organisée ? »
ENS : « Oui, mais… on a utilisé un terme plus 
précis, quand ça revient tout le temps …  »
E1 : « ben… régulier. Ah non, systématique »
ENS « Oui, voilà  ! D’ailleurs, ce qui est inté-
ressant quand on fait des recherches systé-
matiques, c’est qu’on peut regrouper ces 
résultats, ça donne une récapitulation des 
résultats. Est-ce que ça peut être intéres-
sant une récapitulation des résultats ? Pour-
quoi  ? Pourquoi c’est intéressant si je fais 
1  Dans notre activité, il s’agit du nombre de marches.

Elève en train d’élaborer une liste 
de solutions pour 4 marches
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sous forme de tableau ? »
E2 : « Ben… ben on peut comparer les diffé-
rentes réponses »
ENS : « Oui, juste. Les autres, qu’en pensez-
vous ? Que faudrait-il faire maintenant ? »
E3 : « Heu… il faudrait trouver certaines pos-
sibilités et après on pourrait comparer »
2ème extrait :
ENS : « Est-ce que l’on pourrait trouver pour 
6 marches sans forcément faire de liste et 
de calculs ? » 
(L’enseignant montre qu’il a fait un tableau 
récapitulatif et lit à nouveau la remarque du 
début « on peut comparer »). « Alors, quand 
on compare, on peut faire quoi aussi ? »
E1  : «  ben on peut trouver les possibilités 
pour 6 marches sans faire la liste ! »
ENS : « Très bien. Mais que faut-il faire alors ? »
E2 : « ben il faut regarder le tableau et après 
réfléchir »
L’enseignant écrit au tableau  : en obser-
vant et en réfléchissant, on peut peut-être 
trouver.
ENS  : «  et ça va nous permettre quelque 
chose ? »
E3  : «  ben on pourra aller plus loin et plus 
vite »
Dans le premier extrait, lorsque l’enseignant 
dit aux élèves «  […] on a utilisé un terme 
plus précis, quand ça revient tout le temps 
[…]  »  , celui-ci induit aux élèves le terme 
«  systématique  »  ; nous estimons qu’il leur 
permet de se rappeler de ce mot. 
De plus, lorsque l’enseignant dit «  D’ail-
leurs, ce qui est intéressant quand on fait 
des recherches systématiques, c’est qu’on 
peut regrouper ces résultats, ça donne une 
récapitulation des résultats. Est-ce que ça 
peut être intéressant une récapitulation des 
résultats ? Pourquoi ? Pourquoi c’est intéres-
sant si je fais sous forme de tableau ? », nous 
considérons qu’il ne permet pas aux élèves 
de réfléchir quant à l’utilisation possible des 
recherches systématiques en une récapitu-
lation des résultats ; le fait de construire un 
tableau récapitulatif est annoncé par l’en-
seignant. Ceci est une preuve selon nous 
que la spontanéité des élèves est altérée 
et qu’ils sont énormément guidés. De plus, 

après avoir constitué le tableau, il demande 
ce qu’il faut faire avec et donc nous esti-
mons que l’enseignant ne permet pas aux 
élèves de réaliser que quelque chose peut 
être fait avec ce tableau. 
Par ailleurs, dans le deuxième extrait, lorsque 
l’enseignant donne la consigne, il rappelle 
tout de suite ce qui avait été remarqué par 
les élèves au début de la leçon («  Alors, 
quand on compare, on peut faire quoi 
aussi  ?  ». Les réponses des trois élèves de 
cet extrait constituent une suite logique qui 
montre qu’ils sont guidés par l’enseignant. 
En effet, L’élève 1 répond en reformulant 
la question «  ben on peut trouver les pos-
sibilités pour 6 marches sans faire la liste ! » 
L’élève 2 propose une stratégie après que 
l’enseignant ait demandé « Mais que faut-il 
faire alors ? » ; nous estimons que cet élève 
avait compris qu’il y avait quelque chose 
à effectuer à travers la question de l’ensei-
gnant. Pour l’élève 3, nous considérons que 
la question de l’enseignant lui a permis de 
comprendre les avantages d’utiliser le ta-
bleau directement.
Nous estimons que ces deux extraits re-
flètent entièrement le niveau de guidage 
de l’enseignant vis-à-vis de ce qu’il attend, 
puisqu’il pose toujours des questions impli-
quant des réponses directes et brèves. Ces 
questions ne permettent pas aux élèves de 
donner des réponses longues. Il y a peu de 
spontanéité de la part des élèves.
On remarque dans ces deux extraits que la 
présence de l’enseignant n’est pas à négli-
ger, elle est même le noyau de la construc-
tion du savoir. En effet, celui-ci attend des 
réponses très précises  ; ses questions di-
rigent les réponses des élèves vers un mot, 
un terme ou une phrase. 
De plus, nous estimons aussi que durant 
la deuxième partie, les élèves n’ont plus 
effectué d’expérimentation de stratégies, 
puisque celle de faire une liste avait été 
choisie et intégrée par tous en début de 
leçon. 
En d’autres termes, la liste et le tableau ont 
été intégrés par toute la classe et les élèves 
ne sont plus revenus dessus ; le travail n’était 
plus une question de stratégie, mais une 
question de démarche, qui permet d’abou-
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tir au savoir savant, ici la suite de Fibonacci.
Après l’analyse de ces deux parties, nous 
considérons qu’elles étaient très différentes. 
La première a permis aux élèves de fixer une 
stratégie en manipulant, en cherchant, en 
se confrontant à différentes idées et straté-
gies de leurs camarades. La seconde a utili-
sé la recherche effectuée et une discussion 
menée par l’enseignant, ce qui a abouti à 
un constat qui a permis aux élèves de définir 
une démarche. Nous estimons donc que les 
deux parties étaient complémentaires pour 
arriver au savoir. Ainsi la règle de la suite de 
Fibonacci a été le fruit de la recherche des 
élèves et de l’étayage de l’enseignant. 
Si l’on se concentre sur l’objectif final de 
notre analyse a priori : comment mener les 
élèves à la suite de Fibonacci ?, notre ana-
lyse précise aussi qu’il est nécessaire pour 
tout enseignant de savoir à l’avance où il 
souhaite mener les élèves, afin de poser les 
bonnes questions et faire les relances. 
Dans cette activité, nous considérons que 
le savoir savant, la suite de Fibonacci, ne 
pouvait pas être atteint avec les élèves 
sans les relances de l’enseignant. Les ques-
tions posées par l’enseignant guidaient les 
élèves  ; ceux-ci ne pouvaient pas partir 
dans de mauvaises directions de réflexion 
et de recherche. Lorsqu’un élève était per-
du ou répondait de façon erronée, l’ensei-
gnant demandait aux autres élèves d’expli-
quer et s’assurait que l’élève en question 
avait mieux compris et/ou réussi en lui de-
mandant de reformuler. De plus, les élèves 
devaient produire des constats qui étaient 
notés au tableau noir. 
Bien que ce soit les élèves qui aient énon-
cés les idées des constats, ils étaient écrits 
par l’enseignant. On peut voir ceci avec 
les remarques dans l’extrait n°2 présenté ci-
dessus ; en effet, les élèves expriment les dif-
férents éléments du constat et l’enseignant 
l’écrit au tableau noir avec une phrase 
comprenant les éléments proposés par les 
élèves. 
Par ailleurs, la question posée lors de la deu-
xième partie, constituant une modification 
de la consigne, «  est-ce que l’on pourrait 
trouver pour 6 marches sans forcément 
faire de liste et de calculs  » a permis aux 

élèves de réaliser qu’il y avait une règle 
derrière les différentes propositions. Nous 
considérons que sans cette remarque, les 
élèves auraient continué à faire des expé-
rimentations pour tous les autres nombres 
de marches et n’auraient pas atteint seuls 
la suite de Fibonacci. 
En conclusion, nous estimons que l’objec-
tif visé par cette activité a été atteint par 
l’enseignant. En effet, celui-ci a guidé les 
élèves de manière précise et ordonnée en 
sachant exactement où il voulait les mener. 
Concernant notre question de recherche, 
nous pouvons dire que la construction du 
savoir chez les élèves s’est effectuée grâce 
à la planification précise de l’activité, qui 
était réfléchie à l’avance. Ceci lui a permis 
de poser les questions précises lors de la se-
conde leçon. Il est vrai que certains élèves 
ont eu des difficultés, mais avec les diffé-
rentes répétitions verbales de l’enseignant 
et les différentes expérimentations d’autres 
données, ces élèves ont pu atteindre le sa-
voir.

Référence : 
Chastellain, M. (2002). Mathématiques si-
xième année, Livre élève. Neuchatel : Co-
rome.
Chastellain, M. (2002). Mathématiques 
sixième année, Méthodologie - Commen-
taires. Neuchatel : Corome. 
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Comparez, c’est gagné ! 
Grandeur, mesure et 
optimisation

Shaula Fiorelli Vilmart1 et Pierre-
Alain Cherix2

Université de Genève

Qu’est-ce que les pavages, les suites de 
nombres, la calculatrice et le pliage ont en 
commun ? Bien sûr, on peut remarquer que 
ces thèmes sont tous liés peu ou prou aux 
mathématiques, mais à Genève, ces sujets 
ont un autre lien plus précis  : ce sont les 
thèmes choisis pour les Semaines des Ma-
thématiques qui ont eu lieu en 2004, 2005, 
2007 et 2010.

Mais au fait, c’est quoi une  
Semaine des Mathématiques?
C’est un événement organisé par la Com-
mission genevoise de l’enseignement des 
mathématiques (CEM). Cette commission 
regroupe des représentants des quatre 
ordres d’enseignement, de l’école enfan-
tine à l’enseignement supérieur et offre un 
lieu d’échange pour les acteurs de l’ensei-
gnement des mathématiques à Genève. 
Un de ses buts principaux est de décloison-
ner les mathématiques vues dans les divers 
ordres d’enseignement en offrant des pos-
sibilités de rencontre pour des enseignants 
intéressés. C’est dans cette optique que la 
Semaine des Mathématiques a été pensée.
Il s’agit, durant une semaine, de faire tra-
vailler des élèves de tout ordre sur un thème 
commun, dans le but de promouvoir la co-
hérence de l’enseignement des mathéma-
tiques durant toute la scolarité, du primaire 
à l’université, en optant pour une problé-
matique commune. Ce travail sur un thème 
identique permet de mieux percevoir l’unité 
des mathématiques, la nécessaire continui-
té de leur enseignement, et devrait contri-
buer à resserrer les liens entre les différents 
acteurs de l’enseignement. 

1 shaula.fiorelli@unige.ch
2 pierre-alain.cherix@unige.ch

Comment participer

En pratique, les enseignants qui le désirent 
pourront, durant leurs heures de mathéma-
tiques, proposer des activités spécialement 
conçues3 avec lesquelles les élèves pour-
ront (re)découvrir le sens de notions mathé-
matiques, débattre de la validité de leurs 
propositions, et développer et entraîner des 
techniques nécessaires à la résolution de 
problèmes.
Nous proposons comme date pour cette 
Semaine des mathématiques la première 
semaine d’enseignement après les va-
cances de Noël, à savoir du 6 au 10 janvier 
2014.

Le Thème de cette édition

Pour cette 5ème édition, le thème retenu 
est Grandeur, Mesure et Optimisation. L’uti-
lisation des mathématiques dans la vie cou-
rante correspond souvent à mesurer une 
certaine grandeur. Par exemple, dans bien 
des situations, nous sommes confrontés à 
des questions du genre  : « Quel est l’objet 
le plus grand/lourd/rapide/ cher/… que je 
puisse obtenir  ?  ». Pour répondre à cette 
question, nous devons nous demander  : 
«  Qui est plus grand/lourd/rapide/cher/… 
que…  ?  ». Cette démarche nous permet 
de choisir parmi une famille de situations 
données, celle qui répond le mieux à notre 
besoin. Mais pour gagner, nous sommes 
obligés de comparer. 
Le but de cet article est de présenter 
quelques unes des activités développées 
pour cet événement. Nous en avons choi-
sies quatre qui nous semblent bien refléter 
la diversité des notions de grandeur et de 
mesure. Mais au préalable nous devons 
préciser ce que nous entendons par ces 
deux mots.

Grandeurs et Mesures?  
Définitions

Dans le langage courant les notions de 
grandeur et de mesure peuvent sembler 
assez similaires, malgré tout elles ne coïn-
cident pas exactement. Essayons d’expli-
citer leurs différences. Plusieurs auteurs s’y 

3 Les activités sont disponibles sur le site

http://icp.ge.ch/dip/maths/spip.php?rubrique146

http://icp.ge.ch/dip/maths/spip.php%3Frubrique146
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sont essayés, en particulier R. Charnay et 
M. Mante (2008), N. Rouche (1994) et bien 
d’autres. Ils mettent en avant le fait que la 
mesure se réfère à un nombre réel positif, 
alors que la grandeur ne décrit qu’une ca-
ractéristique d’une famille d’objets similaires 
pouvant plus ou moins être comparés.
Essayons d’être un peu plus précis. Dans un 
document de travail distribué lors de for-
mations continues, Eric Burdet, se référant à 
Charnay et Mante (2008), écrit :

Grandeur : caractère (attribut, caractéris-
tique, propriété) d’un objet ou d’un phé-
nomène susceptible de variations (chez 
cet objet ou d’un objet à l’autre).

En ce sens, une grandeur n’est rien d’autre 
qu’une fonction allant d’un espace d’ob-
jets (ou de situations) dans un autre en-
semble. Cela nous semble peut-être un peu 
trop large, en effet dans l’idée de grandeur, 
il nous semble percevoir au moins informel-
lement la possibilité de comparer deux va-
leurs obtenues, même si cela se fait sur des 
critères non objectifs. 
L’exemple donné par R. Charnay d’une 
grandeur est la gentillesse d’une personne. 
On dit facilement qu’une personne est 
plus gentille qu’une autre, mais cela n’a 
rien d’absolu, puisque cela dépend de 
l’appréciation de la personne qui émet ce 
jugement. On préfère évidemment avoir 
des moyens de comparaison mieux définis. 
C’est ce qui amène à l’idée de grandeur 
repérable.
Une grandeur repérable est une grandeur 
dont l’espace d’arrivée est un espace tota-
lement ordonné dans lequel la comparai-
son se fait sur l’ordre de l’espace d’arrivée. 
Si, comme c’est le plus souvent le cas, cet 
espace est celui des nombres, alors on peut 
dire précisément qu’une situation est « trois 
fois plus… » qu’une autre. 
Comme exemple de grandeur repé-
rable on donne souvent la température, 
puisqu’on peut comparer la température 
de deux objets et déterminer lequel est le 
plus chaud en regardant effectivement sur 
un thermomètre lequel montre la valeur la 
plus élevée. 
Petite question de réflexion : Est-ce que la 
couleur des yeux est une grandeur repé-
rable ?

Revenons à l’exemple de la température. 
Nous venons de dire qu’il s’agit d’une gran-
deur repérable ; est-elle aussi mesurable ?
Mathématiquement, dans l’idée de mesure 
s’ajoute la notion d’additivité. Autrement 
dit, si deux objets disjoints ont chacun une 
mesure, on veut que la mesure des deux 
objets pris ensemble corresponde à la 
somme des deux mesures des objets pris iso-
lément. Ceci n’est pas valable dans le cas 
de la température.
Une grandeur mesurable est donc une gran-
deur repérable pour laquelle il est possible 
de donner un sens au fait que la mesure de 
deux (ou d’une famille finie d’) objets dis-
joints est égale à la somme des mesures des 
objets pris isolément. 
Les exemples de telles mesures sont nom-
breux (au moins dans des échelles de va-
leurs raisonnables) puisqu’on trouve, l’aire, 
le volume, la longueur, la vitesse, la masse, 
le temps, et bien d’autres.
Implicitement, dans cette définition, le choix 
d’une échelle a été fait, puisque l’on peut 
admettre que la valeur 1 est atteinte. Néan-
moins, la mesure d’une grandeur se réfère 
souvent non seulement au choix d’une 
grandeur mesurable, comme la longueur, 
mais aussi au choix d’une longueur de réfé-
rence (le mètre, le pied, l’inch,…).
La mesure d’une grandeur est donc la don-
née d’une grandeur mesurable et d’un ob-
jet étalon. Ainsi, dans le même document 
Eric Burdet, toujours en se référant à Char-
nay et Mante (2008) écrit :

Mesurer, c’est déterminer la valeur d’une 
grandeur (la longueur d’un segment, 
l’aire d’une surface, le volume d’un so-
lide, la masse d’un objet, ... ) par compa-
raison avec une grandeur unité de même 
espèce, prise comme référence.

Mathématiquement, la seule notion bien 
définie est celle de mesure qui englobe 
effectivement la notion d’additivité, mais 
laisse implicite le choix de l’unité de mesure. 
Il s’agit par contre d’arriver à donner un sens 
mathématique précis à la notion  «  deux 
objets pris ensemble ». Si nos objets initiaux 
sont des ensembles, alors les « deux objets 
initiaux pris ensemble » se traduit comme la 
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réunion des deux ensembles initiaux, pour 
autant que celle-ci soit aussi un objet initial. 
Souvent dans la pratique, on parlera de ré-
union des deux objets, sans nécessairement  
avoir défini clairement ce que l’on entend 
par là. Heureusement dans la plupart des 
cas, il n’y a pas d’ambigüité.

Des exemples d’activités

Grandeur sans mesure

Mathématiquement, la notion de grandeur 
n’est pas définie, puisque celle-ci est sou-
vent liée à une mesure associée. Il semble  
néanmoins avéré qu’il est important pour 
les enfants de s’approprier l’idée de gran-
deur avant de l’associer automatiquement 
à sa mesure, c’est-à-dire à un nombre. En 
pratique, nous comparons souvent des ob-
jets sans les mesurer  ; par exemple, si nous 
voulons comparer la taille de deux per-
sonnes, nous les mettons dos à dos pour voir 
laquelle est la plus grande, sans nécessaire-
ment mesurer leur taille respective.
Parmi les activités proposées aux petits de-
grés, trois d’entre elles répondent plus par-
ticulièrement à ce besoin  : « Problème de 
poids  », «  Les enfants se comparent...  » et 
« Les arbres ». Dans cette dernière, il s’agit 
justement de déterminer quel est le plus 
gros arbre d’un parc.

Quel est le plus gros arbre du parc?

Le but principal de cette activité est de per-
mettre aux élèves de prendre conscience 
de ce qu’est une grandeur en trouvant des 
moyens de comparer les arbres entre eux.
Un second but est de faire remarquer que 
« gros » n’est pas  bien défini et qu’ils doivent 
choisir une définition commune de ce mot. 
Ce deuxième but n’apparaîtra pas néces-
sairement, mais pourrait émerger au cas où 
des définitions différentes amèneraient à 

des classifications distinctes.

La Vitesse, grandeur ou mesure ?
Une autre activité développée pour l’école 
primaire, « Course à pied », demande à plu-
sieurs groupes d’enfants ayant participé à 
plusieurs courses de durée fixée de détermi-
ner lequel d’entre eux a couru le plus loin.
Pour les plus grands, il s’agit de plus de ré-
pondre à la question « qui a couru le plus 
vite  ?  ». Ceci les oblige à ramener les dis-
tances parcourues sur des temps différents 
à un même temps de référence. Cette 
activité confronte les enfants à deux gran-
deurs  : le temps et la distance et leur per-
met d’aborder la notion de vitesse.

Une Grandeur pour trouver une mesure

Il est aussi intéressant de voir que l’utilisation 
astucieuse du volume et de son invariance 
par découpe (équidécomposabilité) per-
met de trouver des propriétés de la mesure 
du volume.
Voyons un exemple. Il s’agit sans doute, 
historiquement parlant, de la première jus-
tification théorique du fait que le volume 
d’un tétraèdre régulier s’exprime selon la 
formule4 :

Volume = base • hauteur /3
Parmi les formules décrivant le volume de 
polyèdres simples, la première qui pose un 
vrai problème semble être celle d’objet de 
type pyramide. C’est-à-dire un objet consti-
tué de l’ensemble des segments de droite 
reliant tout point d’une base plane donnée 
à un sommet donné (souvent supposé hors 
du plan contenant la base)

Un objet de type pyramide

Pour ce type d’objet, la formule est toujours 
la même :

4 Noter que par « base » on entend l’aire de la base.
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Volume = base • hauteur /3 ,
mais comment expliquer le 1/3.
S’il existe une décomposition d’un cube en 
trois pyramides identiques à base carrée, 
Max Dehn (1902) a démontré qu’il n’existe 
aucune décomposition d’un tétraèdre ré-
gulier en un cube. La preuve de cette for-
mule pour le tétraèdre régulier (n’utilisant 
pas le calcul intégral) est donc particulière-
ment intéressante. 

La décomposition d’un cube en trois 
pyramides identiques à base carrée

La preuve de cette formule pour le té-
traèdre régulier est due à Eudoxe (voir à ce 
sujet l’excellent article de Jean Itard (1950)) 
et est accessible à tout élève connaissant 
le volume d’un parallélépipède rectangle 
pour autant qu’il admette les présupposés 
naturels d’Eudoxe. Une activité basée sur 
cette preuve permet donc non seulement 
de démontrer cette formule qui donne la 
mesure du le volume du tétraèdre régulier 
en utilisant les propriétés de la grandeur, à 
savoir son invariance par découpe, mais 
permet aussi d’entraîner et d’utiliser la ré-
solution algébrique d’équations dans un 
contexte très différent de ceux habituelle-
ment rencontrés par les élèves.

Conséquences paradoxales d’une mesure

Une dernière activité, le paradoxe de Simp-
son, montre que l’idée de mesure permet 
d’expliquer, ou au moins de faire appa-
raître, des phénomènes qui semblent à pre-
mière vue paradoxaux.
Pour comprendre cet exemple, il faut se 
rappeler que lorsqu’on parle d’une proba-
bilité (ou qu’on la calcule), on compare des 
mesures. En effet, on cherche à calculer la 
probabilité qu’un événement E se produise 
avant que celui-ci n’ait lieu. Ainsi, face à 

une expérience à venir, si nous pouvons 
déterminer tous les résultats possibles qu’on 
peut obtenir, nous pouvons choisir ceux qui 
réalisent l’événement E.
Si une partie de l’expérience est déjà 
connue, ou si une information supplémen-
taire nous est donnée, cela restreint l’uni-
vers des résultats possibles, ainsi que, peut-
être, l’ensemble des résultats induisant E. 
La probabilité de E sachant cette nouvelle 
information doit être recalculée en tenant 
compte de ces restrictions. C’est ce qu’on 
a appelé une probabilité conditionnelle.
Pour les plus âgés de nos élèves, on peut 
ainsi mettre en avant certains phénomènes 
étonnants, voire paradoxaux, liés à cela. 
Le paradoxe de Simpson est un tel phéno-
mène. Imaginons que nous voulions compa-
rer l’efficacité de deux traitements contre 
les calculs rénaux. Et que nous connaissions 
non seulement des statistiques de guérison 
suite aux deux traitements sur un échantil-
lons de 700 patients, mais aussi que nous 
connaissions la taille des calculs de chaque 
patient, alors l’évaluation du traitement va 
dépendre dramatiquement de la prise en 
compte ou non de la taille des calculs ré-
naux (voir Annexe).
On remarque qu’on ne peut pas se conten-
ter d’observer des résultats triés de manière 
arbitraire pour en déduire des conclusions 
(méthode inductive). Il est nécessaire 
d’avoir une théorie a priori, qui donne les 
catégories pertinentes dans lesquelles 
doivent être répartis les résultats de l’expé-
rience que l’on va réaliser (méthode dé-
ductive).
Ceci étant dit, rien ne nous assure que la 
prise en compte d’un autre paramètre (par 
exemple le poids, l’âge, le sexe etc.) ne 
modifierait pas à nouveau les conclusions.
Il est troublant de rencontrer ce type de pa-
radoxes, mais cela nous oblige à garder un 
esprit critique face à nos résultats5.
En conclusion, nous voyons au travers de 
ces exemples que les idées de grandeur et 
de mesure, bien que prenant des formes 
très variées, admettent des méthodes et 
des approches similaires. L’additivité de 
5 Pour en savoir plus sur le paradoxe de Simpson, vous 
pouvez lire l’article de Jean-Paul Delahaye (2013).
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la mesure est la propriété fondamentale 
donnant sa force à cette notion. Faire des 
mathématiques revient en fait à réaliser 
qu’une propriété commune apparaît dans 
des situations apparemment différentes, et 
que c’est cette propriété sous-jacente qui 
permet une résolution similaire des ques-
tions soulevées dans les situations obser-
vées. Le prix à payer pour cette unification 
est l’abstraction de la notion. C’est la diver-
sité des exemples de mesures, et par consé-
quent la grande variété d’activités que l’on 
peut proposer aux élèves, qui a fait que ce 
thème a été choisi pour cette nouvelle Se-
maine des Mathématiques.
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Deux traitements principaux sont possibles contre les calculs rénaux : une chirurgie classique 
(traitement  A) et une chirurgie endoscopique (traitement  B). Un hôpital procède à une 
étude statistique comparée et obtient les résultats suivants :
Taux de guérison (succès/total)

Traitement A Traitement B
78% (273/350) 83% (289/350)

Sur la base de ces observations seules, on peut en déduire que le traitement B est plus effi-
cace que le traitement A.
Pour les mêmes 700 cas de calculs rénaux, un assistant propose une nouvelle interprétation 
des résultats, en rajoutant une donnée concernant la taille des calculs rénaux, il obtient les 
résultats suivants  :

Résultats en fonction de la taille des calculs

Petits calculs Gros calculs
Traitement A Traitement B Traitement A Traitement B

93% 
(81/87)

87% 
(234/270)

73% 
(192/263)

69% 
(55/80)

On observe que le traitement A est plus efficace que le B dans les deux cas. En rajoutant 
cette observation, on en déduit donc que le traitement A est plus efficace que le traite-
ment B, soit la conclusion inverse !

Annexe
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Labo-maths

Thierry Dias

HEP Vaud

L’objectif de cette rubrique « labos-maths » 
est de proposer aux enseignants des situa-
tions de recherche mathématiques à par-
tir d’un contexte (ici celui des dés à jouer) 
afin qu’ils puissent conduire de véritables 
explorations avec leurs élèves. Il ne s’agit 
donc pas de faire «  faire des problèmes  » 
au sens où on l’entend habituellement. Ain-
si, si le contexte de la recherche est imposé 
(sous forme d’un jeu avec quelques règles), 
les questions à poser et les démarches de 
travail envisagées peuvent être diverses 
et donc adaptées à plusieurs niveaux de 
classe. Il n’y a pas systématiquement de 
consigne imposée qui laisserait entendre 
qu’il existe une réponse attendue relative-
ment unique. Les situations proposent en 
effet des recherches qui peuvent conduire 
à une multiplicité de découvertes et donc 
de « réponses ».
La formulation d’un ou plusieurs résultats 
prend également ses distances avec une 
traditionnelle « phrase réponse ». Nous en-
gageons plutôt les enseignants à faire pro-
duire à leurs élèves de petits récits racon-
tant leurs recherches tant dans les moments 
de découvertes que de doutes. Nous préfé-
rons l’emploi de la terminologie de résultat 
ou découverte en lieu et place de celle de 
réponse.
La rubrique propose des situations d’investi-
gations pour lesquelles il n’est pas non plus 
fourni d’analyse a priori. Nous entendons 
cette terminologie d’investigation en réfé-
rence à la diversité des processus de rai-
sonnement convoqués  : inductif, déductif 
et expérimental. Nous engageons donc les 
enseignants à faire faire des expériences 
et des découvertes mathématiques à leurs 
élèves en parcourant parfois des chemins 
inattendus, parfois des impasses provisoires. 
Toute action menée par les élèves est en 
effet susceptible de révéler leurs connais-

sances. Il s’agit de privilégier des espaces 
de recherche dans lesquels les élèves se 
sentent suffisamment autonomes pour me-
ner de véritables expériences personnelles 
avec les objets; qu’il s’agisse d’objets sen-
sibles ou d’objets de pensée. On peut en ef-
fet imaginer que des expériences conduites 
par exemple sur les nombres ne nécessitent 
pas forcément l’emploi de jetons ou de 
cubes.
L’enseignant doit privilégier un rôle d’ac-
compagnateur de la résolution, en essayant 
de ne pas prendre de responsabilité directe 
dans les choix mis en œuvre par les élèves. Il 
pourra lui aussi être surpris des découvertes 
mais sera avant tout un témoin privilégié 
du potentiel de ses élèves à construire des 
connaissances mathématiques.
La finalité de la rubrique tient également 
dans la possibilité d’une communication 
entre les enseignants. Nous proposons effec-
tivement à celles et ceux qui le souhaitent 
de témoigner de leurs expériences en ra-
contant leurs découvertes, leurs surprises 
et les difficultés rencontrées. Ainsi un ensei-
gnant peut expliquer comment il a posé 
le problème, avec quelle(s) consigne(s) et 
pourquoi il a choisi certaines questions et 
pas d’autres. Il pourra également témoi-
gner de sa réflexion sur le travail de ses 
élèves, analyser le dialogue en classe ou 
présenter les perspectives qui résultent de 
ses expériences mathématiques.
Les problèmes de cette rubrique «  labo-
maths » peuvent se résoudre collectivement 
au sein de véritables petits laboratoires de 
mathématiques1. Ils ne doivent pas donner 
lieu à une compétition quelle qu’elle soit, 
ce sont plutôt des occasions de mener des 
recherches collaboratives.

1  Voir : Dias, T. (2012). Manipuler et expérimenter en 
mathématiques. Magnard. Paris.
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Les dés sont au coin !
La recherche

Dans le coin de cette pièce, trois dés sont 
empilés selon une règle simple  : les faces 
des dés qui sont l’une sur l’autre doivent 
comporter les mêmes constellations. 
Il faut aussi rappeler que les faces oppo-
sées d’un dé font toujours une somme de 7 
quand on ajoute les constellations.
Ainsi, dans l’installation proposée dans 
l’image 1, la face opposée du sommet du 
cube rouge2 vaut 3 (car 4+3=7), et la face 
du sommet du cube vert vaut donc 3 elle 
aussi.

2  Le dé rouge est celui du dessus, le dé vert est celui du 
milieu et le dé jaune est celui du dessous. 

Vous pouvez ensuite proposer la recherche 
d’une autre somme, ou de plusieurs autres 
sommes en variant ou non le nombre de 
dés :

•  obtenir 26 avec deux dés seulement,
•  obtenir 11 avec trois dés.

Toutes les recherches de sommes sont inté-
ressantes, mais prenez bien le soin de vérifier 
à l’avance qu’un assemblage est possible 
pour l’obtenir. Provoquer les élèves en pro-
posant des sommes impossibles à obtenir 
est aussi une tâche intéressante, mais elle 
ne doit venir que dans un deuxième temps. 
Il sera alors question de chercher les argu-
ments qui permettent d’affirmer que telle 
ou telle somme est impossible a priori. On 
ne peut pas obtenir une somme de 6 avec 
3 dés puisque l’on additionne 7 faces par 
exemple !
Vous pouvez également proposer des re-
cherches plus exhaustives mais aussi plus 
longues en laissant les élèves faire l’inven-
taire des sommes possibles avec 3 dés (ou 
2) en leur demandant d’essayer d’organiser 
leurs résultats.
Pour faire des recherches amusantes, vous 
pouvez également proposer les énigmes 
suivantes :

•  Quelle est la plus petite somme que l’on 
peut obtenir avec 2 dés ? Et avec 3 dés ? 
Et avec 4 dés ?
•  Quelle est la plus grande somme que 
l’on peut obtenir avec 2 dés ? Et avec 3 
dés ? Et avec 4 dés ?
•  Pour chaque recherche précédente, 
existe-t-il des solutions d’assemblage pour 
tous les nombres compris entre le minimum 
et le maximum des sommes ?
•  Avec 3 dés, peut-on passer d’une 
somme de 37 à une somme de 11 sans 
changer les cubes de place et en tour-
nant seulement les cubes sur eux-mêmes ?

En augmentant le nombre de dés on per-
met d’engager des recherches plus com-
pliquées sur le plan mathématique. Avec 
5 dés ou plus, les combinaisons possibles 
deviennent par exemple plus nombreuses, 
et la recherche d’une somme particulière 
plus complexe. La probabilité de tomber sur 
cette somme par hasard étant très faible, 
les élèves devront s’appuyer sur des raison-

Image 1

La recherche est basée sur l’observation 
d’une somme particulière : celle des points 
des sept faces visibles. Dans cet exemple 
on trouve 21

4 + 6 + 2 + 5 + 1 + 2 + 1 = 21
Votre premier défi consiste à faire cher-
cher par les élèves une installation de 3 
dés superposés dans le coin d’une pièce, 
de sorte que la somme des faces visibles 
soit par exemple 18. Ce choix de valeur 
n’est pas forcément imposé à tous les 
chercheurs, on peut commencer en ou-
vrant davantage la situation en deman-
dant aux élèves de faire leurs propres 
recherches de sommes ou en proposant 
plusieurs valeurs de sommes.
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nements plus élaborés. La mise en mots de 
ces arguments sera alors l’occasion d’un 
moment de débat dans la classe.

Pilotage de la classe

Vous pouvez bien entendu permettre à vos 
élèves de travailler en petits groupes, mais 
vous êtes libre de choisir les dispositifs qui 
vous conviennent le mieux. Dans un premier 
temps, un travail individuel peut très bien 
être adapté à cette recherche.
Laisser les élèves s’organiser comme ils le 
souhaitent, mais conseillez leur de bien 
prendre des notes (ou des photos) de leurs 
différents essais ainsi que de leurs décou-
vertes. Ces traces de recherche seront en 
effet essentielles pour partager les résultats 
entre chercheurs.
Un élément important consiste à fournir aux 
élèves le matériel nécessaire, c’est à dire 
des dés. Le plus agréable consiste à propo-
ser des dés d’assez grande dimension pour 
faciliter les manipulations et les constats 
visuels. Concernant le coin pour l’empi-
lage, les angles de la classe peuvent bien 
entendu être mis à profit, mais vous pouvez 
également envisager une petite construc-
tion avec trois morceaux de carton simulant 
un coin.
Prenez le temps nécessaire à discuter des 
consignes de ce problème avec les élèves 
qui n’entrent dans aucune action suscep-
tible de révéler leurs connaissances. Il n’est 
en effet jamais souhaitable qu’un élève 
reste en situation d’échec prolongé quelle 
que soit l’activité qui est proposée. Cet 
étayage langagier vous donnera égale-
ment l’occasion de vous assurer qu’aucune 
difficulté de compréhension (sémantique 
ou syntaxique) ne vient nuire inutilement au 
lancement de la recherche mathématique. 
Nous vous rappelons cependant qu’il faut 
toujours éviter d’induire un résultat en pri-
vilégiant des étayages laissant une liberté 
suffisante à l’expression des connaissances 
des élèves. 
Quand les élèves commencent le pro-
blème, chaque assemblage trouvé nourrit 
la recherche et leur donne des idées pour 
trouver d’autres solutions. Laissez-leur un 
temps d’exploration suffisant pour qu’ils 

puissent dépasser les configurations les plus 
évidentes. Ils sauront sans aucun doute 
trouver de nouveaux assemblages intéres-
sants même s’ils pensent parfois être « blo-
qués » un certain temps pensant qu’il n’y a 
plus rien à trouver. Si certains de vos élèves 
sont en difficulté avec la prise de notes né-
cessaire à la compilation des essais et des 
découvertes, vous pouvez fournir une fiche 
comportant des dessins d’assemblages de 
cubes en perspective, ou mieux encore 
permettre la prise de photos.
Pensez à recueillir le travail des élèves, pre-
nez des notes sur les interactions qui ont eu 
lieu, sur la variété des approches des élèves 
que vous avez observées dans votre classe. 
Toutes ces informations peuvent toujours 
être utiles pour mieux comprendre les diffi-
cultés rencontrées par les élèves mais aussi 
pour évaluer leurs connaissances et leur 
potentiel à apprendre en mathématiques. 
Dans votre réflexion sur votre expérience 
avec ce problème, gardez par exemple à 
l’esprit les questions suivantes :

•  Quelles difficultés ont eu les élèves dans 
la compréhension du problème ?
•  Comment les élèves ont-ils abordé cette 
tâche ?
•  Quelles stratégies les élèves ont-ils es-
sayées ?
•  Y a-t-il des réponses d’élèves ou des in-
terprétations qui vous ont surpris ?

Où sont les maths ?
Les connaissances mathématiques utiles 
pour effectuer les recherches propo-
sées dans ce problème sont diverses et 
concernent essentiellement le domaine du 
nombre entier et des opérations du champ 
additif. Nous rappelons cependant à cette 
occasion en citant le Plan d’Étude Romand 
que :

«  Les mathématiques sont plus qu’une 
collection de concepts et de compé-
tences à maitriser. Il s’agit plutôt d’un 
ensemble complexe d’idées incluant des 
méthodes d’investigation et de raisonne-
ment, les techniques de communication 
et les questions de contexte. »

Ainsi cette recherche concerne-t-elle da-
vantage les objectifs relatifs aux éléments 
pour la résolution de problèmes tels qu’ils 
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sont énoncés dans le plan d’étude. On 
peut retenir ici par exemple :

•  La mise en œuvre d’une démarche de 
résolution en évaluant par exemple les cri-
tères suivants : est-elle explicite, adaptée, 
cohérente ?
•  L’ajustement d’essais successifs, puisque 
les recherches consistent à construire des 
procédures se basant sur la mise en lien de 
résultats intermédiaires et temporaires.
•  La vérification puis la communica-
tion d’une démarche, car les différentes 
étapes des recherches peuvent être plus 
ou moins superposées et que leur commu-
nication nécessitera souvent une mise en 
forme spécifique.

Quelques enjeux en termes de notions 
mathématiques sont également sous-ja-
cents dans la résolution des problèmes sus-
cités par l’énigme. Ils sont adaptés même 
aux premiers niveaux de l’enseignement 
primaire et concernent les domaines du 
nombre (comptage et dénombrement, 
comparaison, classement) et des opéra-
tions (outils de calcul : répertoires, calcula-
trice, éventuellement algorithmes). 

Partagez vos expériences

Savoir comment vos élèves répondent à ce 
problème nous intéresse beaucoup. Nous 
sommes également curieux de connaître 
les explications, les justifications et les raison-
nements que font vos élèves. Si vous le sou-
haitez, nous serons donc ravis de recevoir 
vos idées et vos réflexions.
Vous pouvez ajouter à votre envoi toutes les 
informations concernant la manière (ou les 
manières) dont vous avez choisi de poser le 
problème, des travaux d’élèves et même 
des photos montrant vos petits chercheurs 
en action. Envoyez vos résultats en indi-
quant votre nom, le niveau de votre classe, 
ainsi que les coordonnées de votre établis-
sement à l’adresse suivante :

Math-Ecole, 
Pavillon Mail, Université de Genève/FAPSE,

Boulevard du pont d’Arve, 40
1204 GENEVE

ou par mail à : mathecole@ssrdm.ch
Avec votre accord, quelques-uns de vos 
envois seront publiés dans un numéro ulté-

rieur de la revue Math-Ecole. Vos noms et 
coordonnées d’établissement seront bien 
entendu indiqués dans l’article correspon-
dant.
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