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Les standards nationaux de la formation
adoptés par la CDIP' distinguent un do-
maine de compétences « Espace » (s'orien-
ter, utiliser des plans, efc.) et un autre appe-
& « Géométrie » (propriétés géométriques,
figures planes, etfc.)

Le module MSN 21 du plan d'études ro-
mand, destiné aux éléves entre 8 et 12 ans,
a pour fitre : « Poser et résoudre des pro-
blemes pour structurer le plan et I'espace ».
Les attentes fondamentales pour ce cycle
y sont précisées ainsi que les champs aux-
quels s'applique la résolution de problémes.
Une remarque apparait en conclusion :

« Veiller & proposer des problemes de
géométrie et de repérage dans différents
espaces, non seulement dans le « micro-
espace » mais aussi dans le « méso-es-
pace » voire dans le « macro-espace » »

Les observations dont il est rendu compte
dans la suite de cet article peuvent éclai-
rer cette derniére remarque et ouvrent un
questionnement sur la « qualité » des ap-
prentissages géométriques quand ils sont
limités a la résolution de problemes dans la
feuille de papier.

L:ADAPTATION A DES ELEVES DE 11 ANS
D UN PROBLEME DE « LA VIE COU-
RANTE »

Supposez que vous ayez A transporter un
frés lourd tapis de gymnastique rectangu-
laire & I'autre bout d'un gymnase, dans un
espace trés limité, que vous ne puissiez pas
agrandir et dont vous n'étes pas sar qu'il

] Conférence suisse des directeurs cantonaux de [I'ins-
truction publique.

puisse éfre suffisant pour contenir le tapis :

- si I'effort physique ne vous fait pas peur,
vous pouvez faire un essai,

- une autre sorte d'essai, un peu plus élabo-
ré, consisterait a confectionner un gabarit
du tapis dans des feuilles de journaux, par
collage et découpage,

- si par contre, vous préférez réfléchir avant
d'agir, vous allez vous munir d'un métre
pliant, d'une équerre ou de quelque chose
en tenant lieu, prendre les dimensions du ta-
pis, et soit dessiner un futur contour soit mar-
quer seulement I'endroit oU les sommets du
rectangle seront placés.

Pour savoir dans quelle mesure des éleves
étaient capables de réinvestir des connais-
sances sur le rectangle semblant bien
maitrisées dans I'espace graphique, nous?
avons transformé ce probléme spatial et
nous avons réalisé des observations indivi-
duelles de 38 éleves scolarisés en France en
CM23 (78 Harmos).

Un tapis de sol (rectangulaire) de 1,5 m sur
90 cm environ est posé a plat sur le sol &
un bout de la piece (description image 1) ;
I'expérimentateur (E) propose a I'éléve de
prévoir (et de marquer par des pastilles) les
endroits précis oU se placeront les quatre
« coins » du tapis lorsqu’on le déplacera a
I'autre bout de la piece (en rendant impos-
sible une position ou un cété serait parallele
au mur ou au mobilier).

Voici la consigne précise :

« Regarde, j'ai mis 4 pastilles, sous le tapis,
une a chaque coin du tapis. »

Puis E ameéne I'éléve prés de la zone déjd
dessinée et dit :

« Maintenant viens voir ce que je vais te
demander : tout a I'heure, nous allons
déplacer le tapis ici. J'ai déja posé une
pastille, tu vas poser les 3 autres, mais
pas dans le méme ordre que moi : il faut
d’'abord poser les pastilles, ensuite le
tapis. Et il faut qu'une deuxieme pastille
soit dans la zone que j'ai dessinée. Sur
la table, ici, tu as des instruments que tu

2 Le « nous » désigne I'équipe formée avec R. Berthe-
lot pour mener nos recherches sur I'enseignement de la
géométrie et de I'espace.

3 Eléves de 10-11 ans.



peux Utiliser si tu penses en avoir besoin.
Quand tu auras fini, comment allons-nous
vérifier que c'est réussi 2 ».

La vérification se fait en déplacant le tapis
sur la position prévue. Les éléves disposent
des instruments usuels de géométrie utili-
sés au tableau par le maitre, de craies, de
meétres déroulants. Aprés vérification, un
deuxiéme essai est proposé.

Image 1

C'est la contrainte (artificielle ici) de ne
pas déplacer le tapis qui oblige & analyser
la figure formée par le tapis et & recourir &
ses propriétés géométriques pour pouvoir
anticiper la position du tapis aprés dépla-
cement.

COMMENT QUALIFIER LA TACHE « PRE-
VOIR LA POSITION DU TAPIS ? »

EST-CE UN PROBLEME DE GEOMETRIE QUE LES
ELEVES ONT A RESOUDRE ?

Non, si on s'en tient & une définition stricte
du mot « géométrie », celle a laquelle on
veut introduire les éleves dans le cycle 3* :
les situations de géométrie mettent un sujet
« mathématicien » en interaction avec un
milieu qui n'est pas I'espace physique et
ses objets, mais un espace conceptualisé,
que les figures matérielles® tracées par ce
sujet ne font que représenter. La validité des
déclarations n'est pas établie empirique-
ment, mais s'appuie sur des raisonnements
qui obéissent aux régles du débat mathé-
matique.

Ici la validation de la solution est matérielle,
il Ny a pas de démonstration & faire, il y a

4 Cycle 3 éléeves de 12 a 15 ans ans.
5 Voir dans I'article de Perrin et Godin dans ce méme
numéro la note 5.

« seulement » & savoir mobiliser des connais-
sances de base sur le rectangle pour
pouvoir les fransférer dans une situation
concrete. Ce n'est donc pas un probleme
de géométrie au sens strict. Il y a bien un
probléme pourtant, qu'on peut qualifier
de probléeme spatial puisque la solution
met en interaction le sujet avec I'espace
sensible et que la validation de la solution
est elle-méme spatiale. Et il y a interven-
tion de connaissances géométriques pour
une résolution experte du probleme. C'est
pourquoi nous proposons de le qualifier de
« spatio-géométrique »

PRECISONS DE MANIERE PLUS GENERALE LES
CARACTERISTIQUES DES PROBLEMES SPA-
TIAUX :

- leur finalité concerne I'espace sensible ;

- ils peuvent porter sur la réalisation, soit
d'actions (fabriquer, se déplacer, dépla-
cer, dessiner, efc.), soit de communications
a propos d'actions ou de constats ;

- le langage et les représentations spatiales
permettent de communiquer des informa-
tions qui se substituent a la perception ;

- la réussite ou I'échec est déterminée par
le sujet en comparant le résultat attendu
avec le résultat obtenu.

Nous rencontrons une multiplicité de pro-
blémes spatiaux au cours de notre vie, que
nous résolvons avec des moyens plus ou
moins élaborés, moyens acquis au fur et &
mesure de notre développement et des
apprentissages réalisés dans la famille, &
I'école ou dans la pratique professionnelle.
La maitrise de I'espace, c’est & dire la pos-
sibilité d'un controle efficace par le sujet de
ses relations & I'espace sensible est facili-
tée s'il dispose des connaissances géomé-
triques qui s'appliqguent au probleme qu'il a
a résoudre. Dans la plupart des professions
portant sur des situations spatiales pour
lesquelles il faut anticiper des décisions, la
modélisation géométrique constitue un ins-
frument professionnel important.

DIFFERENTS TYPES DE PROBLEMES SPATIAUX

Selon la taille de I'espace dans lequel ils
sont posés, la résolution des problémes spa-
fiaux usuels suppose des connaqissances
plus ou moins élaborées. Le micro-espace,



un espace ou les rapports spatiaux corres-
pondent & la manipulation familiere des
petits objets, est associé a un domaine si fa-
milier au sujet que la plupart des problémes
qu'il y rencontre ne nécessitent pas de
conceptudlisation. Une action dirigée par
les sens sur des objets qui demeurent sous le
contréle de la vue et de la préhension per-
met en effet de résoudre tous les problémes
courants d'identification, de déplacement,
d'assemblage.

RESULTATS OBSERVES SUR LA SITUA-
TION DU TAPIS PROPOSEE A 38 ELEVES

CONCERNANT LA REALISATION EFFECTIVE

Lors du premier essai, deux éléves seule-
ment ne pensent pas & mesurer ; presque
fous prennent les mesures des (4 ou 2) c6-
tés, placent deux pastilles, et ajustent les
deux autres par tGtonnement pour que les
frois distances restantes correspondent aux
longueurs. Sept éléves seulement contrdlent
un angle droit entre les deux directions dé-
terminées par trois pastilles consécutives.

Les éleves constatent donc un échec mas-
sif & la réalisation, lorsqu’on tente de placer
les coins du tapis sur les marques faites au
sol.Trente et un constatent le décalage,
mais vingt I'imputent aux longueurs et ne
savent pas comment le corriger (six d’entre
eux essaient en vain de le faire a partir de la
longueur des diagonales).

Moins de 50% des éléves sont donc ca-
pables soit de réussir directement en uti-
lisant une équerre, soit d'interpréter leur
échec en repérant le probleme de I'angle
droit entre les directions choisies pour les
repérages.

Ala fin de I'entretien, interrogés sur la forme
du tapis, fous savent pourtant que c’est un
rectangle.

LES DIFFICULTES A S"EXPRIMER SUR LES
CAUSES DE NON-REUSSITE

A la vue du décalage, deux réactions des
éléves sont frés fréquentes :

« Je n'ai pas bien mesuré » (pour placer les
pastilles). Une rapide vérification leur montre
que les longueurs de cdté conviennent.

« Ce n’est pas droit ». Mais I'ambiguité du
terme « droit » est énorme, certains éléves

confondent I'angle droit, les cotés droits et
« ce n'est pas droit » car penché par rap-
port & I'environnement des murs.

LES NOUVEAUX ESSAIS

Au cours du deuxieme essai, certains éléves
« découvrent » qu'il faut contréler la direc-
tion de I'équerre, soit par visée, soit en ayant
recours au support d'une regle.

QUELQUES REACTIONS POSSIBLES

La plus simpliste serait I'affirmation : «lls n'ont
rien appris ou si peu ». Pourtant, presque
tous ces éléves savent terminer le dessin
d'unrectangle dont un angle est déja tracé
en biais par rapport aux cdtés de la feuille
en utilisant leur équerre & bon escient, avec
une précision de moins d'1Tmm sur les lon-
gueurs des cotés. Et tous savent qu'un rec-
tangle a 4 angles droits.

Une analyse plus réaliste consiste a dire :
«ils ne sont pas en mesure de mobiliser leurs
connaissances dans cette situation pré-
cise ». En effet, mais quelles sont donc les
connaissances qu'il faut pouvoir mobiliser
pour réussir 2 Répondre a cette question
demande une analyse plus détaillée de la
situation des éléves interrogés.

ANALYSE DE LA SITUATION

Etat initial : un ensemble de 5 objets maté-
riels : le tapis et les 4 pastilles, dans une posi-
fion 1.

Etat final visé : 4 autres pastilles devant
occuper la méme place par rapport au
tapis dans une position 2, position en par-
fie contrainte puisque deux des pastilles
doivent étre placées dans une zone empé-
chant le repérage avec I'espace environ-
nant.

QUELLES CONNAISSANCES SONT NECES-
SAIRES POUR REUSSIR ?

AU MOMENT DE LA PRISE D INFORMATIONS,
IL FAUT FAIRE UN RAISONNEMENT EN DEUX
ETAPES :

Etape 1:

La forme est invariante par déplacement ;
ce sont des positions de points qui sont
visées, les distances entre ces points sont
les mémes que les longueurs des cbtés du
tapis, il faut donc prendre en compte les



dimensions du tapis et placer les 4 pastilles
enrespectant ces distances enftre elles.

Etape 2 : Deux raisonnements sont pos-
sibles :

1) le tapis a la forme d’un quadrilatere, or la
connaissance des longueurs de coté est in-
suffisante pour le reproduire?, il faut prendre
en compte en plus soit un angle, soit la lon-
gueur d'une diagonale, ou bien 3 cbétés et
deux angles ;

2) le tapis a la forme d'un rectangle, je le
sais ou je le vois ou je le vérifie, il suffira de
construire un rectangle de mémes dimen-
sions sur le sol ou de repérer les sommets
d'un rectangle de mémes dimensions.

Le premier « raisonnement » de I'étape 2 a
peu de chance d'apparditre, les éléves ne
connaissent pas cette propriété, qui n'est
d'qilleurs pas enseignée. On peut penser
que la plupart des éléeves observés qui ont
réussi, ont implicitement fait le deuxieme rai-
sonnement.

AU MOMENT DU POSITIONNEMENT DES PAS-
TILLES

Plusieurs solutions sont possibles, il faut pou-
voir contréler 3 longueurs et 2 angles droits,
ou les 4 longueurs et 1 angle droit.

La prise en compte des seules longueurs
des cotés du tapis conduit & un placement
aux sommets d'un parallélogramme. Si on
ne dispose pas d'instruments adaptés, il
est possible de s'en approcher par cor-
rections successives. C'est ce que font la
majorité des éleves qui arrivent assez bien a
placer les pastilles aux sommets d'un paral-
Iélogramme, non tracé, respectant les dis-
tances entre les pastilles.

AVOIR RECONNU LE RECTANGLE ET
AVOIR L INTENTION DE REPERER SES
SOMMETS NE SUFFIT PAS AUX ELEVES
POUR REUSSIR : PourqQuor ?

Nos réponses sont plus des hypothéeses que
des certitudes, et devraient étre étayées
par davantage d'études que ce que nous
avons pu faire. Deux caractéeres de la situa-
tion sont & prendre en compte.

6 Rappelons que deux quadrilatéres dont les cétés sont
respectivement isométriques ne sont en général pas
superposables.

LE PROBLEME POSE NE DEMANDE PAS DE TRA-
CER LE CONTOUR DU TAPIS MAIS SEULEMENT
DE POSITIONNER LES PASTILLES AUX SOMMETS.

De ce fait, les éléves ne « pensent » pas A
fracer le rectangle. Pour un adulte avec
une certaine culture mathématique, I'es-
pace est homogene, I'existence des droites
qui bordent la future position du tapis est
assurée, méme si elles ne sont pas tracées.
Les tracer permet d'utiliser les instruments
de maniére presque aussi disée que pour
un tracé sur une feuille de papier. Cecin’est
pas encore conceptualisé par un éleve
de cet age et les professeurs du début de
I'enseignement secondaire savent le temps
qu’il faut & leurs éléves pour tracer les
droites supports de segments, et tracer des
sur-figures. Aussi, ici, la tGche de I'éléve est
beaucoup plus complexe qu'il n'y parait &
premiere vue : il doit reconstruire mentale-
ment tout le modele géométrique : lignes
joignant deux points (places des sommets),
et contréler la position relative des lignes
avec des angles ; plus précisément, il faut
concevoir gqu'un rectangle peut étre dé-
composé en 4 droites perpendiculaires. Ce
n'est pas si simple.

LE PASSAGE DE L’ESPACE DE LA FEUILLE DE
PAPIER A UN ESPACE PLUS GRAND (ICI LE
MESO-ESPACE) A DEUX CONSEQUENCES :

D’une part, le contréle global par la vue est
difficile ; quand un éléve de CM2 trace un
rectangle sur une feuille de papier, soit il a
appris d le faire avec une équerre, soitily a
recours quand il s'apercoit par un contréle
visuel que le rectangle n'en a pas I'air. Ici, le
contréle visuel n'est pas suffisant pour I'aler-
ter.

D'autre part, 'usage des instfruments est
modifié par la taille de I'espace de fravail.
Le plus souvent, la taille de la figure n'oblige
pas I'éléve a contréler que son équerre
est bien positionnée, puisque le cdté de
I'équerre est plus grand que le c6té du rec-
tangle a tracer. Ici, la plupart des éléves qui,
d'emblée, prennent une équerre car elle
est associée pour eux au rectangle, la posi-
tionnent & un sommet mais ne contrdlent
pas que son coté est dans I'alignement de
I'autre sommet. Notons toutefois que les
quelques-uns qui le font dans le deuxiéme



essai réussissent.

TROIS REMARQUES

L'enseignement usuel, en s'appuyant lar-
gement sur I'évidence perceptive, attribue
implicitement un grand réle aux représen-
tations spontanées que les éléves ont de
I'espace. Nos fravaux nous ont permis de
conforter I'hypothése (Brousseau 2000) de
I'existence, chez les éléves comme chez
de nombreux adultes, d'une représenta-
tion spontanée hétérogene de I'espace.
L'étude de ces représentations nous a per-
mis de faire apparaitre le décalage exis-
tant entre ces représentations et les notions
géométriques visées. Les contraintes dues
d la taille des espaces, dans lesquels se
déroulent les interactions usuelles de la vie
courante, structurent fortement les connais-
sances « naturelles » de I'espace en trois re-
présentations : le micro-espace (qui corres-
pond & la préhension), le méso-espace (qui
correspond aux situations de déplacement
dans I'espace domestique) et le macro-
espace (qui correspond aux interactions
avec des espaces inconnus urbains, mari-
times ou ruraux). La représentation de I'es-
pace issue de |'expérience courante extra-
scolaire n'est pas homogene et est assez
différente de la géométrie élémentaire.
Lorsque les principales caractéristiques des
rapports entre les sujets et I'espace peuvent
étre assimilées & celles des rapports usuels
de manipulation des objets de petite taille,
les éleves feraient appel a cette repré-
sentation micro-spatiale, interprétant les
figures géométriques comme des objets du
micro-espace, munis des propriétés (et des
limitations) correspondantes. Ici, les éléves
utilisent des procédures perceptives qui
permettraient de réussir dans le micro-es-
pace mais pas dans le méso-espace.

Le type de tdche présenté ci-dessus n'est
pas proposé dans I'enseignement, ni pri-
maire, ni secondaire, ni méme profession-
nel. C'est pourtant bien a anticiper les ré-
sultats de son action que sert la géométrie
pour le plus grand nombre (par exemple
pour les métiers du batiment).

A quoi renvoie la surprise manifestée par
la plupart des enseignants face & ces ré-
sultats 2 Leur maitrise du modéle fait qu'ils

projettent leur connaissance de I'espace
géométrique sur l'espace sensible sans
difficultés, tout au moins dans des cas
simples et que I'évidence de la solution les
empéche de saisir fout le chemin que doit
faire I'éleve pour s'approprier les concepts
géométriques et acquérir les compétences
évoquées.

UELQUES REFERENCES DE SITUATIONS
D ENSEIGNEMENT

Le questionnement sur I'enseignement de
la géométrie dans la scolarité obligatoire
est aujourd’hui important, plusieurs équipes
de recherche francaises ont publié des tra-
vaux touchant aux questions abordées ici.

1) Surla résolution de problémes posés dans
le méso-espace, avec recours A la feuille
de papier comme « laboratoire d'expéri-
mentation graphique ». (Berthelot et Salin
(2001) ; Gobert (2001) ; Maurin (2001) ; Bloch
et Salin (2004)

Un exemple de cette démarche, concer-
nant le rectangle, est donné par Maurin :

On propose [aux éléves] de construire un
rectangle dans un espace dont la taille
ne permet plus d’avoir recours a I'image
mentale comme référent. lls reviennent
alors vers la feuille de papier pour interro-
ger une figure réduite afin d'en tirer des
propriétés qui puissent leur permettre de
résoudre, dans I'action sur le terrain, le
probléme de construction posé.

2) Sur I'élaboration de « situations visant
a favoriser une mobilité du regard sur les
figures de géométrie ». Je renvoie le lec-
teur a I'article de Perrin et Godin dans ce
numéro.

3) L'équipe ERMEL a publié en 2006 un ou-
vrage présentant des « propositions d'en-
seignement expérimentées privilégiant la
construction des savoirs [...] a travers des si-
tuations de résolution de problémes, la prise
en compte des connaissances spatiales et
géométriques des éléves, I'apprentissage
progressif du vocabulaire, de I'usage des
instruments, et des méthodes de valida-
fion. »
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LE PROBLEME DES SEPT PONTS DE

KONIGSBERG (TIRE DE WIKIPEDIA)
(SOLUTION DANS CE NUMERO)

Le probléme des sept ponts de Kénigsberg
est un probléme mathématique connu pour
étre a I'origine de la théorie des graphes.
Résolu par Leonhard Euler, il se présente de
la facon suivante :

La ville de Kdnigsberg est construite autour
de deux Tles situées sur la riviere Pregel et
reliées entre elles par un pont. Six autres
ponts relient les rives de la riviere d I'une ou

I'autre des deux fles, comme représentés
sur le plan ci-dessus. Le probléme consiste
A déterminer s'il existe ou non une prome-
nade dans les rues de Kénigsberg permet-
tant, & partir d'un point de départ au choix,
de passer une et une seule fois par chaque
pont, et de revenir & son point de départ,
étant entendu qu’on ne peut traverser le
Pregel qu’en passant sur les ponts.
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