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LAMETHODE DARCHIMEDEEN VER-
SION NUMERIQUE

Abordée au travers des nouvelles technolo-
gies, la méthode imaginée par Archimede
pour déterminer le nombre 1 nous livre tout
son potentiel didactique. Rares, en effet,
sont les problémes qui réunissent autant de
thématiques tout en restant largement ac-
cessibles aux éleves de 10H-11H (14-15 ans).

Le présent article propose une approche
expérimentale de 1, capable de donner
du sens & ce nombre, tout en intégrant au
mieux les outils MITIC.

DE QUOI SAGIT-IL ?

L'approximation de m par Archiméde re-
pose sur la comparaison entre la circonfé-
rence du cercle et les périmétres de deux
polygones, I'un inscrit et I'autre exinscrit :
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Figure 1 - Le périmétre du cercle est com-
pris entre le périmétre de I'hexagone ins-
crit et celui de I'hexagone exinscrit

Pour affiner son encadrement, Archiméde
va doubler, autant de fois qu'il le peut, le
nombre de cdtés des polygones, les péri-
metres de ces derniers finissant par tendre
vers le périmétre du cercle.

Avec un polygone & 96 cbétés, Archimede
obtient le fameux encadrement :
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Cette approche, décrite par Eymard & La-
fon (1999), prévaudra jusqu'au XVIe siécle
dans le calcul des décimales du nombre .
Elle sera interprétée de différentes mao-
nieres en écriture algorithmique : Viete
(1540-1603), par exemple, n'utilisera pas les
périmetres mais les aires de ces polygones
(Chabert, 2010).

Le mathématicien allemand Ludolph van
Ceulen (1540 -1610) passera, lui, la majeure
partie de sa vie a calculer la valeur de 1T en
utilisant le méme procédé qu'Archiméde.
Il en découvrira 35 décimales, son dernier
calcul correspondant au périmétre d'un
polygone régulier de 262 cotés | (Wikipedia,
2016).

Dans cet algorithme d’'Archiméde, la prin-
cipale difficulté réside dans le calcul du
périmétre des polygones, et c’est Id que les
nouvelles technologies vont nous apporter
une aide précieuse...

QUEL CONTEXTE ?

La démarche décrite ici s'intégre dans un
contexte ou I'éleve a déja pu observer, si
possible en mesurant des objets cylindriques
ad l'aide de ficelles, le rapport constant
entre la circonférence et le diametre de
ces objets. Cette observation a conduit &
la définition :

__périmetre
—diametre

Il ne s'agit donc pas ici, & proprement par-
ler, de « découvrir » le nombre 1, mais de
comprendre comment, au fil des siecles, il a
pu étre calculé.

Dans un premier temps, I'enseignant évite-
ra systématiquement la formule : « C=2mr »
source d'incompréhension et souvent
confondue avec la formule de I'aire du
disque.

Du point de vue informatique, il convient par
ailleurs de consacrer un temps d’'amorce
au logiciel GeoGebra, permettant ainsi
aux éléves de se familiariser avec les outils
requis : cercle, polygone régulier, média-
trice, tangente, mais aussi le calcul de péri-
metre au moyen du tableur de GeoGebra.
En outre, I'usage de curseurs peut grande-
ment faciliter la démarche.



LES PREMIERS PAS

L'éleve commence par reproduire la figure
1. SiI'on prend un rayon de 0.5 unités pour
le cercle, il en résulte un périmetre de 3 uni-
tés pour I'nexagone inscrit (6 x 0.5 = 3), ce
qui permet une comparaison facile avec
et constitue donc une variable didactique
intéressante.

L'enseignant se gardera bien de trop dé-
voiler la démarche qui va suivre car I'ex-
périence montre que, d partir de cette
construction, les éleves de 10H sont ca-
pables d'imaginer la suite, pour autant
que l'enseignant la jalonne par quelques
questions structurantes. Par exemple, une
fois que I'encadrement de la figure 1 a été
observé :
¢ « comment pourrait-on améliorer notre
précision 2 »
¢ (éleve) : « en dessinant un polygone qui
a plus de cotés» ;
Ou, mieux encore :
* « plus on augmente le nombre de co6-
tés, plus les polygones se rapprochent du
cercle ».
Réponse trés judicieuse qui préfigure la no-
tion de convergence.
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Figure 2 — L'effet de convergence sensibi-
lise les éléves aux concepts de limite et de
calcul infinitésimal (méme sans les nommer)

LA DEMARCHE

Plusieurs opftions sont envisageables selon
le niveau des éléves. La premiére idée est,
a l'instar d'Archiméde, de poursuivre cette
construction, en doublant & chaque fois le
nombre de cotés (6; 12 ;24 ; 48 et 96).

Une autre option - celle présentée ici - est

de générer les polygones automatique-
ment dans GeoGebra, au moyen d'un cur-
seur. Bien sOr, il serait possible de dessiner
directement les deux polygones de 96 co-
tés, mais ce serait ignorer I'effet de conver-
gence que les différentes étapes vont faire
émerger :

Nbr. de cotés| Périm. int. Périm. ext.
6 3 3.46
12 3.1058 3.2153
24 3.1326 3.1596
48 3.1393 3.1460
96 3.1410319 3.1427145

Figure 3 — Progression des péri-
meétres vers le nombre 1T

Nul doute que les éléves avancés iront vo-
lontiers au-deld de 96 cbtés. L'enseignant
profitera des résultats obtenus pour parler
d'arrondi et de décimales « significatives ».

FICHE TECHNIQUE

Il ne s'agit pas ici de développer une
marche & suivre pas d pas mais de com-
menter quelques étapes sensibles pouvant
susciter des blocages chez les éléves.

LE CURSEUR

Dans GeoGebra, un curseur est une ré-
glette munie d’'un variateur dont il suffit de
définir les bornes et I'incrémentation. Dans
cet exemple, le curseur va générer des po-
lygones de 3 a 96 cotés.

Intervalle | Gurseur| Animation|

min: |3 max: |96 Incrément: |1
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Figure 4 - Propriétés du curseur
(accessibles par un clic droit)

Pour définir un polygone régulier, le logi-
ciel requiert deux points et le nombre de
cbtés. Nos deux points de référence sont A
et B. Pour le nombre de cotés, on indique
simplement « a » qui est le nom du curseur.
Au moyen de la souris, il suffit alors de faire
bouger le curseur pour obtenir le polygone
souhaité (Figure 5)



Secondaire 1

Figure 5 - Poly.gones obtenus en fai-
sant varier le curseur de 6 a 12

LE CERCLE

Une fois le polygone défini, le cercle peut
étre construit au moyen des médiatrices de
[AB] et de [BC] qui se croisent en O.

Figure 6 — Construction du cercle
de centre O et de rayon [OA]

LE POLYGONE EXINSCRIT

Les tangentes au cercle passant par les
points A, B et C se coupent respectivement
en T1 et T2. Ces deux points d'intersection
appartiennent au polygone exinscrit et per-
mettent donc de le définir.

Figure 7 — Le polygone exinscrit se
construit sur les tangentes

Le nombre de cotés de ce nouveau poly-
gone est commandé par le méme curseur
que celui du polygone inscrit, ils ont donc
tous les deux le méme nombre de cotés
(voir figure 2).

LE PERIMETRE DES POLYGONES

Le calcul des périmétres va se faire au
moyen du tableur de GeoGebra. Il suffit de
saisir les formules ci-dessous dans les cellules
correspondantes :
«=Périmétre[poly1] » et « =Périmétre[poly2] »
~ Tableur
Ble /| BEE|=~|H~
B1 |7 7 |=Parimatrelpoly1]
A (64
Périmétre int. 416 64442
2 | Périmatre ext. | 416.86762

a | |
Figure 8 — Fenétre du tableur, avec la barre

de saisie oU I'on introduit les formules
LE DIAMETRE DU CERCLE

Le diamétre est obtenu dans le tableur en
doublant la distance [OA].

~ Tableur
I EENEIEIE=A=
B4 & v =2Distancel0, A]

A c
1 | Périmetre int 416.64442
2 | Périmétre ext. | 416.86762
3 |

M Diamétre 132.64571]
E |

Figure 9 — Calcul du diameétre
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APPROXIMATION DE 7T

La valeur approchée de 1 s'obtient, rap-
pelons-le, par un encadrement. Avec 96
cobtés, le tableur nous fournit les valeurs sui-
vantes :

3.14103 <11 < 3.14271

~ Tableur

EEIEEEE

B7 {4 v |=B2 | B4
A s

1 | Périméatre int. 416.64442

2 | Périmétre ext. 416.86762
Y
_ 4 | Diaméire 132.64571
5
~ 6 | Pénmétre int/diam 3.14103
_ T | Périmétre ext./Diam

A

Figure 10 — Résultats correspondants ¢ 96 cotés

CONCLUSION

A ce stade, I'enseignant devra étre particu-
lierement précis au moment d'interpréter le
résultat obtenu :

3.14103 <11 < 3.14271

La valeur de 3.14103 est bien le périmetre
du polygone intérieur (pour un cercle de
diametre 1). De méme, la valeur de 3.14271
est le périmétre du polygone extérieur.

lIserait pertinent de s'intéresser &lamoyenne
arithmétique de ces valeurs. Le lecteur ten-
té par I'opération se rendra compte que
la moyenne fournit une approximation de
T par exces, le polygone inscrit étant plus
proche du cercle que le polygone exinscrit.

Archiméde, dans tous les cas, n'a pas pré-
senté son résultat sous forme de moyenne
mais, comme on I'a dit, sous forme d'un en-
cadrement. Celui-ci, en écriture décimale
arrondie, s'écrit :

3.1408 <1< 3.1429

L'enseignant ne manquera pas de confron-
ter ce résultat & ceux obtenus par la classe,
mais aussi A la valeur du nombre 1 telle
qu’'on la connait aujourd’hui et telle qu’'on
peut lalire, par exemple, sur une calculette :
m=3.1415926535...

Et oui | Tout ce travail ne donne que les
deux premiéeres décimales. Augmenter
le nombre de cbtés des polygones est un
prolongement naturel qui ne nécessite que

quelques clics supplémentaires... et nous
sommes encore loin des limites de GeoGe-
bra.

Dans tous les cas, I'éléve comprend mieux,
désormais, pourquoi la détermination de
demanda plus de 20 siecles d’efforts |
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