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Editorial 

Les petits de 3 ou 4 ans et leur conditionnel ! 

«La conquête du superflu donne une 
excitation spiritueHe plus grande que la 
conquête du nécessaire.» 

(Gaston Bachelard, 
La psychanalyse du feu) 

«Tu f'rais l'éléphant pi j'te promèn'rais.» «Tu mettrais le foulard sur ta tête, tu t'cach'rais 
pi tu nous f'rais peur quand (sans -liaison s'il vous plaît) on pass'rait.» 
Quel enthousiasme, qud dynamisme - tout juste contenu encore et que libérera votre 
accord d'entrer dans le jeu -, quelle intensité de désir se ·lisent, en cet instant, dans les 
yeux du bambin qui décide de son jeu ! 
L'enseignant qui, en un de ces moments •privilégiés, rencontre ce regard d'enfant, s'il 
imagine ce même enfant plus tard dans sa Cil asse, est en mesure •de saisir combien il lui 
sera difficile, certaines foi•s, de renverser Qa situation et de lui proposer à son tour, avec 
autant de persuasion, d'entrer dans 'le jeu, dans le jeu NU-x ou OP-y de sa «méthodo
logie de math» par exemple. 
L'entrée en matière, lorsqu'on aborde en classe un sujet nouveau, reste avant tout, mê
me si la méthodologie quelquefois donne une indication, un problème que chaque maî
tre s'applique à résoudre à sa façon. Or, iJ faut bien l'admettre, rares sont, en ce do
maine, les trouvailles qui donnent pleme satisfaction. La plupart du temps, elles ne 
constituent pas réellement une motivation et Je dynamisme en puis·sance qu'on voudrait 
susciter à cette occasion n'apparaît pas ou, s'il apparaît, ne «sous-tend» pas longtemps 
l'activité de la classe. Notons, au passage, que cert!ains jeux de notre méth,'odologie, véri
tablement pensés comme te•ls, se pas~Sent fort bien de toute motivation. Pour tles autres, 
j'imagine quant à moi, qu'en ces moments où le maître s'essaie à motiver l'activité, les 
élèves doivent ressentir, face à lui, le même malaise que celui que ressent le spectateur 
face à l'acteur ou au danseur adU>lte, débutant qui, par timidité, ne parvient jamais au 
terme des gestes qu'il amorce. 
Pour le sujet qui nous occupe, notre timidité ne naîtrait-elle pas de ce souci quasi per
manent que nous avons de référence à la rérulité de tous les jours? Qu'on y aboutisse, 
cela est certes nécessaire. Mais si l'on veut une entrée en matière réeHement stimulante 
(et certains grands chapitres de notre enseignement de la mathématique à l'éc01le pri
maire le méritent à mon avis), ne faudrait-il pas s'autoriser plus souvent ~·accès au 
domaine du fantastique, du merveilleux, du rêve? Dans «L'eau et les rêves», le phi-lo
sophe Gaston Bachelard écr~t: «On veut toujours que 1 'homme préhistorique ait résolu 
inte~ligemment le probième de sa subsi•stance ... L'utiEté de naviguer n'est pas suffisam
ment claire pour déterminer l'homme préhistorique à creuser un canot. Aucune utilité 
ne peut légitimer le risque immense de partir sur iles flots. Pour affronter la navigation, 
il faut des intérêts puissants. Or les véritables intérêts puissants son~ les intérêts chimé
riques. Ce sont •les intérêts qu'on rêve, ce ne sont pas les intérêts qu'on calcule. Ce sont 
les intérêts fabuleux.» 
Chez nos enfants, ces intérêts puissants, ces intérêts fabuleux existent. C'est à nous de 
les découvrir, à nous de les réveHler. Les techniques actueLles de l'audio-visuel par 
exemple peuvent efficacement nous y aider pour autant qu'eUes soient mises davantage 
au service du créateur que du reporter. 

Frédéric Oberson 



Pour les petits ... 
par Marie-Claire Andrès 

Le jeu proposé ci-dessous introduit de manière active J'idée de compensation 
qui sera uülisée 'lors de l'acquisition du nombre. L'essenti~ est de laisser les 
enfants expérimenter. Puis à partir de leurs observations on parviendra à cette 
idée de compensation. 

Matériel: 7 bouteilles identiques (d'environ 1 dll) 
7 verres ou gobelets iden'tiques (d'environ 1 dl) 

La maîtresse présente 6 bouteilles pleines et demande aux enfants de prendre 
autant de verres. 
Puis elle propose à un enfant de verser un peu de liquide d'une bouteiHe dans 
un verre. 
Pour ·les bouteiHes et 1les verres suivants, les enfants versent de manière qu'il 
y ait des niveaux différents dans chaque verre. 

Ils constatent: 
- il y a plus ou moins de liquide d'un verre à fautre; 
- il y a plus ou moins de 'liquide d'une bouteiHe à J'autœ. 

Les enfants peuvent ensuite édcr les verres puis les bouteilllles (certains d'entre 
eux sont parfois gêllOs par l' irrégul}arité de lu sérialion . n faut ·laisser les 
enfants expliquer pour queUe raison une sérialion irr 'gulière est correcte). 

La maîtresose demande: 
- Peut-on retrouver .}e verre correspondant à chaque bouteHle ? 

Les enfants trouvent facirlement .la bouteille correspondant au verre vide et 
celle correspondant au verre plein. 
Pour les éléments intermédiaires, i1ls comparent chaque verre aux autres de la 
série puis chaque boutevlle aux autres de la série. 
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Ils constatent alors qu'H obtiennent deux escaJi·ers <<contraires>> puisque plus 
le verre est plein, plus 1a bouteüle correspondante est vide. 

•k:. 

Variante: 

Après avoir rempli tous les verres à des niveaux différents, les enfants font 
correspondre chaque bouterlle à son verre. 
Pour cela, ils prennent le verre ,le moins plein avec ,}a bouteiHe la pJus pleine, 
puis parmi Jes verres qui restent, fe verre le moins P'lein, etc. 

Dans un deuxième temps, Ï'ls sérient 1les bouteillles et ~es verres. 
La maîtresse prend un septième verre et une septième boutd1le. EBe verse un 
peu de liquide dans le verre et demande aux enfants de trouver Ia place du 
verre et de la bouteille dans la sériation précédente. 
Hs constatent que cette place est entre les éléments qui ont ·pilus de liquide et 
ceux qui ont moins de iliquide. 
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Le problème des quatre couleurs 
par André Calame 

Un problème plus que centenaire 

Vendredi 13 août 1976, R. Carreras annonçait à -la Radio romande que le 
problème des quatre couleu:rs était résolu. Plus d'un an après, cette nouveilie 
sensationnelle ne semble pas avoi'r dépa'Ssé le cerol'e de que1lques ini·tie-s et bien 
des maîtres de mathématiques continuent ·certainement à citer le problème des 
quatre coUJleurs comme un exemple typique de prob'lème non résolu. 
L'énoncé de ce problème vieux de plus de cent ·ans est particuaièrement sim
p~'e; sa compréhension ·est à ']ra çO'rtée d'élèv,~s de ~'éiCdl:e pnimati:re: Peut-on 
colorier n'importe quelle carte de géographie avec 4 couleurs seulement, de 
manière que deux pays ayant une frontière commune soient de couleurs diffé
rentes? 
Les éllèves de quatrième prirrn'll!Fre abord•ent ce genre de questioons da111S ['aotri
Vi~té 1 de la découverte de l'espace: <<Co~'Oriez voüe orurte en empiToyan'l: le 
moins de cou>leurs possible et en mettant des cotùeurs différenLes dans deux 
domaines qui ont une partie de frontière commune ... Dessinez des cartes qui 
nécessitent au moins 3 couleurs ... et des cartes néccss.iLanl au moin quatre 
coulems.>> [12, pp.195-I 96]. 
Le but de cet article est de préciser la nature du problème des quatre cou
leurs en restant à un niveau êlémentaire et sans exiger du lecteur un ·effort 
démesuré d'abstraction. Cest dire que nous ne pourrons pas situer 1les diffi
cultés techniques des démonstnt!tions, mais que nous esquisserons le cadre 
dans ·lequel les recherches nl été menée.-;. 
Le problème des 4 ou'lett i semble avoir été posé pour la première fois par 
un étudiant en maLhémaJtiqu s û'Edimbourg, Francis Guthrie. Son frère en 
parla en 1852 au mathématicien e't ·logicien Auguste de Morgan. En 1878, Ie 
mathématicien anglais Cayley ·reconnut s'être intéressé à ce problème sans 
avoir pu le ré oudre. Dès 11 rs. de nombreu:ses démonstrations furent proposées 
qui touLcs sc révélèrent incorrectes. Cûtons, en particulier, une solution de 
Kemke ( 1880) qui ne fut pas contestée pendant dix ans, jusqu'à œ que 
1-fcawood y découvre une faute [2; 3; 9]. ]1 fa~lu't wttendre 1976 pour obtenir 
la réponse exa:cte. 

Vers un énoncé plus précis 

L'énoncé du problème des 4 cou·leurs 4ue nous avon donné app~Ue quelques 
préciJ&ionk'l. Par pays, 011 entend des d m<I'Într d'un seu~ tenant, d'un 'Seul 
morceau; on n'envisage p< le ens de pays dom une partie du territoire serait 
situé en enclave dans w1 pay:-; différent. On ne réseTve pas une cou.lewr fixée 
d'avance à certaines régions pa:rticuJières; par exemple, on ne réserv;e pas le 
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bleu pour toutes les mers. En effet, si tel était le cas, 
Î'l faudrait nécessairement 5 couJeurs pour colorier 
l'He de la figure 1, divisée en 4 pays et en réservant le 
bleu à la mer qui ·l'entoure. Dans ces conditions, on 
peut préciser le problème pour une surface que!lcon
q ue: plan, sphère, ruban de Mobius, tore, etc. 

On appelle nombre chromatique (noté ici c) d'une surface le nombre de cou
leurs suffisant pour colorier toutes les cartes dessinées sur cette surface, alors 
qu'il existe au moins une carte qui ne peut pas être coloriée avec c-1 cou
leurs. 
Pour le plan et la spère, on sait qu'H existe des car.tes qui nécessitent 4 cou
leurs, par exemple J.a carte de ·la figure 1 où 'le lYleu es-t remplacé par le rouge. 
Donc pour la sphère et ~e plan, on ac< 5. Jusqu'à l'an dernier, ie problème 
se 'Posait dans les termes suivants: 

- soit démontrer que 4 couleurs suffisent pour toutes les oartes et alors 
c = 4; 

- soit construire explicitement une carte nécessitant 5 couJleurs et aiors 
c = 5. 

Une des diffiocultés du problème provient du fait qu'Îil faut pa:rfois modifier 
un coloriage pour ramener de 5 à 4 .Je nombre des coulleurs. Dans {a figure 2, 
il semble qu'une cinquième couleur est nécessaire, alors que 1la figure 3 montre 
comment une modification permet de s'en tenir à 4 coU!leocs. 

Nature topologique du problème 

Le problème de la colora:tion des cartes sur une surface fait pal'tie d~ la topo
logi·e. La topOilogie, qu'on appel.le parfois plus intuitivement ia géométrie du 
oaoutchouc, étudie les propriétés des figures qui restent invariantes lorsqu'on 
leur fait subir des déformations continues, sans déchirures, ni co11ages. Dans 
le problème qui nous occupe, imaginons une carte dessinée sur une peillicuJe 
de caoutchouc. En modifiant ila forme de la peHrculle sans 'la déchirer, la 
forme des pays change, l:es frontières sont modifiées dans leur contour, mais 
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ces déformations n'ont pas d'infduence sur le coloriage. La solution du pro
blème du coloriage ne dépend pas de la forme plus ou moins découpée des 
frontières, mais seulement de la reJlation de contiguïté entre domaines. 
Dans le cas de la sphère et du pllan, une relation topologique importante joue 
un rôle fondamentwl, 1la relwtion d'Euler. Si 1'on désigne parr f le nombre de 
domaines (faces), par s 1te nombre de nœuds (sommets) et par a le nombre de 
branches (arcs ou arêtes), on a: 

f+s-a=2 

On pourra à nouveau se reporter à la méthodologie de quatrième année, dont 
nous avons repris la terminologi·e, pour une approche de cette relation [12, 
pp. 193-195]. C'est sur cette fellation que repose ~e fait que 5 couleurs suffisent 
pour collorier toute carte du plan ou de la sphère. p,}us précisément, on a le 
résultat suivant: 

Il n'existe aucune carte sur le plan ou sur la sphère avec cinq domaines tous 
voisins deux à deux. 

Pour démontrer cette propriété, raisonnons par 'l'absurde et supposons qu'i,l 
existe cinq domaines voisins deux à deux. EvaJluons de deux manières le 
nombre des frontières ou arêtes. D'une part, chacun des cinq pays (f = 5) 
a au moins quatre frontières différentes, puisqu'il touche 1tes quatre autres 
pays. On a donc au mo'ins 5 · 4 = 20 frontières, chacune commune à deux 
pays, d'où: (1) a > 10. 

D'aut·re :pa;rt, 1la rotation d'Euler donne: 

.1 

, 
' , 

f+s-a=2 
s a - f + 2 avec f 5 

d'où s a - 3 (2) 

En chaque sommet de la carte, il y a au moins trois arêtes incidentes. S'il y 
avait exactement trois arêtes en chaque sommet, on aurait 3s = 2a. Comme 
le nombre d'arêtes incidentes en l'un ou ·l'autre sommet pourrait être supérieur 
à 3, on a: 

(3) 3s < 2a 
En combinant (2) et (3), on obtient: 

(4) 3s = 3a - 9 < 2a 
a < 9 

Cette dernière égalité est en contradiction avec (1), 
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Certains résultats fort peu intuitifs de b topdlogie sou'lignent la difficulté du 
problème des 4 couleurs. Parmi ces résulltats qui peuvent passer pour para
doxaux, citons [2; 5] l'exemple suivant dû à Krekjarto: on peut subdiviser un 
domaine donné, disons un carré, en trois régions de manière que ces trois 
régions aient une même frontière commune. 

Recours aux graphes 

Les difficultés signrulées ci-dessus ont amené les mathématiciens à se tourner 
vers la théorie des graphes [1]. Examinons sur un exemple particulier com
ment on passe d'une ca'rte à son graphe associé. Nous envisageons une partie 
de la carte de l'Europe comprenant la France, les trois pays du Benelux, 
l'~Hemagne de l'ouest, 1'Autriche, 1!a Suisse et l'Italie. On choisit un point 

intérieur à chaque pays; ce point pourrait repré
senter la capitale, mais œci n'est pas essentiel, vu 
la nature topologique du problème. Ces huit points 
seront les sommets du graphe. On redie deux de ces 
sommets par une arête si et seulement si les pays 
qu'i,Js représentent ont une frontière commune. On 
obtient ainsi le graphe planaire associé à ~a carte. 
Dans notre ex·emple, le graphe comporte 8 som
mets et 15 arêtes (fig. 5). 

Le problème du coJoriage de cra carte ~t remp]iacê 'pail' ile !SUivant: Colorier les 
sommets du graphe de manière que deux sommets reliés par une arête soient 
de couleurs différentes [4; 10]. 
Dans cette nouveHe perspective, reprenons 'la démonstration donnée dans le 
paragraphe précédent. L'impossibilité d'avoir une carte avec cinq pays voi
sins deux à deux se traduit par la propriété suivante en théorie des graphes: 
on ne peut pas dessiner un graphe ·planaire avec cinq sommets tous reliés deux 
à deux pair une arête. En d'wu~n:~s t'ermes, le graphe complet à 5 sommets 
n'est pas planaire. 
Le graphe complet à 5 sommets comprend 10 arêtes (fig. 6). La relation 
d'EU'ler donne: 

f+s-a 2 
f+5-10 2 

f 7 
'Ftj. b 

Or, dans un graphe complet, toutes les faces sont triangulaires. Le graphe 
devrait comprendre 7 triangles, soit 21 arêtes réparües ·chacune entre deux 
faces, d'où a = 10,5. H y a contradiction puisque a est entier ert égai à 10. 
Déja sur cet exemple très simple, on peut se rendre compte des avantages de la 
théorie des g1 aphes. 
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Le nombre chromatique pour d'autres surfaces 

k 

M 
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Alors qu'on était encore loin de savoir si 
le nombre chromatique de la sphère et du 
plan était 4 ou 5, on a pu calculer ce 
nombre chromatique pour d'autres sur
faces nettement pllus compliquées. Nous 
en donnerons seullement deux mœmples: 
[e ruban de Mobius et Ie tore. 
On peut construire un ruban de Mobius à 
partir d'une bande de papier en collant 
'les ex'trémités ap1"ès avoir tordu la bande 
d'un demi-tour (fig. 7). 

On colle rn sur n de manière que C soit 
sur A et D sur B. Le ruban de Mobius 
est une surface à un seul côté et son nom
bre chromatique est éga:l à 6 [2]. La fi
gure 8 montre une carte du ruban de 
Mobius qui nécessite 6 couleurs et le gra
phe associé. L'es arêtes qui sont section
nées ·pour les besoins du dessin en plan 
sont désignées par :la même lettre au 
point de rupture. 

Pour construire un tore, c'est-à-dire un 
anneau ou un cerceau, on peut imaginer 
un rectangle ABCD qu'on roulle d'abord 
de manière à former un tuyau en co~lant 
ie bord AD sur Ie bord BC. On déforme 
ensuite ce tuyau de façon continue de 
manière à coller Œes deux extrémité du 
tuyau (fig. 9). 

Le nombre chromatique du 'tore est 7. La 
figure 10 donne une carte du tore qui 
exige 7 cou1eurs et dont le graphe associé 
est 1le graphe complet à 7 sommets. 



Les surfaces orientables de genre k 

Pour la suite de cet exposé, nous nous limiterons aux surfaces que 'l'on peut 
obtenir en perçant un ou .plusieurs trous dans une sphère. Le genre de la sur
face 'est donné par 'le nombre k des trous. Ainsi, 1la sphère est de genre 0, le 
tore de genre 1. Pour obtenir une surface de genre k = 2, on peut percer deux 
trous dans une sphère ou, ce qui œvient au même du point de vue topo~ogi
que, ajouter deux anses à une sphère (fig. 11). 

La formUJle d'Euler se généralise aux surfaces odentab'les de genre k sous la 
forme suivante: 

f +s-a= 2-2k 

Pour la sphère (k = 0), on retrouve la formu'le donnée précédemment. Pour 
le tore (k = 1) rJa formurle d'Euleur devient: 

f+s-a=O 

On peut la vérifier pour le graphe complet à 7 sommets de la figure 10 où 
f = 14, s = 7 et a = 21. 
Pour une surface de genre k = 2, on a: f + s - a = 2. 

Formule de Heawood 

Heawood a démontré en 1890 une formuJle pour 'le nombre chromatique c 
d'une surface orientalblle de geme k, .pour k supérieur à O. 

où les crochets [] signifient <<partie entière de>>. D'après cette formulle, le 
nombre chromatique du tore (k = 1) est inférieur ou égall à 7: 
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Comme ill existe au moins une carte avec c = 7 (fig. 10), il en résullte que le 
nombre chromatique du tore e&t exactement 7. 

Pour une surface de genre k = 2, on a: 

Pour démontr:er 1a formulle de Heawood, ill noUis faut encore invroduti1re deux 
notions, celle de graphe critique [8] et celll:e de triangulation. 

Graphe critique 

1 

2. 

3 

1 On dit qu'un graphe est critique si 
la suppression d'une arête quelcon
que permet de diminuer 'le nombre 
chromatique. 

3 Le graphe complet à 4 sommets est 
3 cdtique, puisque la suppression 

2~----- d'une seule arête permet de rame
ner de 4 à 3 le nombre chromati-

F>j -12. que. 

En revanche, le graphe de [a figure 
13 n'est pas oritique. L'a sUippression 
d'une arête queJlconque ne modifie 
pas 'le nombre ·Chromatique qui res
te égall à 3. 
Si un graphe n'est pas critique, on 
peut supprimer des arêtes une à 
une jusqu'à ce que l'on obtienne un 
graphe critique. Dans un graphe 
critique, on a ['inégaiité suivante: 

(5) (c- 1)s < 2a 

et chaque sommet est de degré su-
TJ_j '~ périeur ou égal à c- !. (On entend 

par degré d'un sommet le nombre 
d'arêtes ÎllCidcmes à ce ommol. Dans 'la méthodologie romande, on parle à 
ce propos de l'ordre d'un nœud. p lutôt que du degré d'un sommet [12, p. 186].) 
Démontrons celte jnéga!lité par !l'absurde. Dans un grapbe G. oit A un som. 
met de degré inférieur à c - 1. Supprimons le sommet A et toutes Jes arêtes 
incidentes à A. Le nouveau graphe G' a un nombre chromatique inférieur à c 
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puisque G est supposé critique. On c01lorie les sommets de G' avec c-1 cou
leurs. Sur les g sommets voisins de A, on utilise au plus g = c - 2 couleurs. 
Des c - 1 couleurs, i<l en reste au moins une pour A et G serait co:loriable avec 
c - 1 couleurs, contrairement à >l'hypothèse. Cette contradiction montre que le 
degré g de chaque sommet est tel que g > c - 1. 
Additionnons les degrés de tous les sommets. Comme il y a s sommets, on 
a pour la somme D des degrés: 

D > s(c- 1) 

Mais la somme D correspond à 2a, puisque chaque arête compte pour deux 
degrés, un à chacune de ses ex'trémités: 

D = 2a > s(c- 1) 
ou (c - l)s < 2a 

Triangulation 

Etant donné un graphe G, on peut ajouter des arêtes en nombre minimum 
de manière que chaque face devienne triangulaire. Dans ce processus, à cha
que étape, on ajoute une arête et on crée une face supplémentaire. Le nom
bre f + s - a n'est donc pas modifié. 
Sur la figure 13, on arrive à une triangulation en ajoutant deux arê'tes dans 
chaque face pentagonaJle, y compris <la face extérieure. Si 'le graphe initiwl G 
est caractérisé par les nombres f, s, a et le graphe triangulé G' par ·les nom
bres f', s'et a', on a: 

s' s f' > f a' > a 
f' + s' - a' = f + s - a = 2 - 2k (Euler) 

De plus, dans le graphe triangullé G', H y a f' faces triangulaires, ce qui fait 3f' 
arêtes, chacune commune à deux faces, d'où: 

3f' = 2a' 

Introduisons ceHe valeur de 3f' dans Œa relation d'Euler: 

f' + s' - a' 2 - 2k 
3f' + 3s' - 3a' = 6 - 6k 
2a' + 3s' - 3a' 6 - 6k 
a' 3s'- 6 + 6k 
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Revenons au graphe initirul G: 

a < a' = 3s' - 6 + 6k 

( 6) a < 3s - 6 + 6k 

3s- 6 + 6k 

Les relations (5) et (6) permettent d'établir 1la formule de Heawood. D'après 
(5): 

(c- l)s < 2a 

c- 1 

Or, d'après (6): 

(7) 

< 2a 
- s 

2a < 6s - 12 + 12k 

2a < 6 + 12 (k -1) 
s - s 

Or, rie nombre chromrutique c ne peut pas être supérieur au nombre total s 
des sommets; donc c < s, d'où: 

j_<j_ 
s - c 

En remplaçant dans (7) 12 (\- 1) par 12 (~- 1) , on ne fait que renforcer 

1'inégalû!té à condition que le numérateur soit positif (éventueilll,eŒUent nurl). 

c - 1 < 6 + 12 (k - 1) 
- c 

c2 - c < 6c + 12 (k - 1) 

c2 - 7c - 12 (k - 1) < 0 

Le membre de gauche est un polynôme du 2e degré en c. H est néga:tif pour 
les valeurs de c comprises entre les deux so[utions de 'l'équation: 

qui sont: 

12 

c2 - 7c - 12 (k - 1) = 0 

c' 

c" = 

7 -" 49 + 48 (k - 1) 
2 

7 + " 49 + 48 (k - 1) 

7- "1 + 48k 
2 < 0 

7 + "1 + 48k > 0 



Le nombre chTOmati.que c 'OOt un nombre naturel qui est donc i1nféJrireu1r à la 
sOil'll'bio n positive c" de d'équwtion. On a a:im~i démontré aa rormuge de 
Heawood:: 

7 + ~] + 48k 
2 

On remarquera dans la démonstration ie rôle essenti~l de -l'hypothèse k > 1. 
Rien ne permet d'affirmer que 1la formUile de Heawood esrt vraie pour k = Cl, 
cas de la sphère et du plan. Si 'la formule de Heawood était aussi vraie pour 
k = 0, on aurait pour 'la sphère et le p1an c < 4 et le problème des quatre 
coU!leurs serait démontré. De 1890 à 1976, irl a donc fallu attendre 86 ans 
pour combler cette ~acune. 

La solution du problème des 4 couleurs 

Selon la revue Ti me du 20 septembre 1976, 'la rolution du pwbaème des 4 cou
feurs a été obtenue pa·r deux mathématiciens de l'Université d'Ulinois: 
Kenneth Appel et Wolfgang Haken. Ils ont ramené le problème à l'étude 
de 1936 graphes de base. Si chacun de ces graphes de base est co1loriable 
avec 4 couleurs, alors tous 'les autres graphes sont aussi coŒori:ables avec 4 
couleurs. Le test de ces 1936 graphes a été effectué sur ordinateur et a exigé 
1200 heures. 
En conclusion, nous laissons ile soin au lecteur de méditer sur cette extraor
dinaire wl1aboration de l'esprit humain et de la machine éleotronique. 
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Mathématique Se année (suite) 

CH A P 1 T RE N R : Nombres Réels 

Introduction des codes à virgule 
par Ch. Burrlet, président du comité de rédaction 

Une manière courante d'écrire les nombres décimaux, les nombres rationnels 
et 1les nombres réels est d'utiliser ·les codes à virgule. 
11 est peut-être utile de préciser les définitions simples que l'on peut donner 
pour ces ensembles de nombres: 

IR, i'ensemble des nombres réels, comprend tous •les nombres qui peuvent 
s'éori•re à !}':aide d'une V'Ïirgulle, aa pavtie déc'imail·e rpouvarut être illimitée non 
périodique, illimitée périodique, finie ou formée uniquetnen1t de zéros. 

On peut donc noter: 

32,04004000400004 ... E IR 
4,72727272727272 ... E IR 
45,23645 E IR 
143,00000000 ... E IR 

3,14159265 ... E IR 
128,666666666... E IR 
1,894657 E IR 
28 E IR 

(Q, l'ensemb'le des nombres rationnels comprend tous les nombres qui peu
ven't s'éorJre à il'aide d'une v~rguae et dont 1lla pa·rtlie déciiirullle e&t illimitée 
périodique, finie ou formée uil!iquement de zéros. 

On peut donc noter: 

26,245454545454545 ... E (Q 
3,8756 E (Q 
33,0000000... E (Q 

71,777777777777... E (Q 
122,987755 E (Q 
6 E (Q 

ID. l'ensemble des nombres décimaux comprend tous les nombres qui peuvent 
s'écrire à l'aide d'une v•i:rgu'le et dont 'la IJ'all'~ire dOOittnàtloe asa: finie ou formée 
uniquement de zéros. 

On peut donc noter: 

28,9764355 E ID 
6,0000000 ... E ID 
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1456,45 E ID 
274 E ID 



De ces définitions hl ressort que l'ensemble des nombres décimaux est indus 
dans 'l'ensemble des nombres rationnels et que l'ensemble des nombres ration
nels est inclus dans l'ensemble des nombres réels. 

Un diagramme de Venn permet d'i~lustrer ces inclusions: 

3,14159265 ... 

x 71 '777777777777 ... 

45,23645 
x 1,894657 

x 
28 

143,00000000 ... 
x 

x 6 
33,0000000 ... 

D'une façon différente, on peut dire: 

- tout nombre décimal est un nombre rationnel et aussi un nombre réel; 
- tout nombre rationnel est un nombre réel; 
- certains nombres réels ne sont pas des nombres rationnels; 
- certains nombres rationnels ne sont pas des nombres décimaux. 

Pour les nombres rationnels, une autre manière courante de les écrire est 
d'employer 'les codes fractionnaires. Cette écriture est d'ai'lleurs fréquemment 
ut1Iisée pour définir cet ensemble. 

En effet, on précise: 

l'ensemble des nombres rationnels oot l'ensemble des nombres qui peuvent 
s'écrire sous .Ja forme d'une fraction ordinaire dont le numérateur est un 
entier et Ie dénominateur est un entier différent de zéro. 
On consta·te que Ia définition des ensembles de nombres est fa1te ici à partir 
du code, c'est-à-dire de 'l'écriture de ces nombres. 
D'autres définitions des ens·embles de nombres, de oaractère plus abstrait, 
peuvent aussi être faites. Pour les nombres •réeils, par exemple, on part de 
l'idée de su~tes et d'interva!1les. 
Notons encore que les nombres dont il a été question peuvent aussi bien être 
négatifs que positifs. 
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Les é -rit ures 0,5 et+ désignent le même nombre, ce nombre c.:! décimal; on 

note d aiHeurs: 0,5 = +· 
Les écritures 1,363636363 >36 ... et \ ~ désignent Je même nombre, ce nombre 

est rationnel; on note aussi: 1 ,363636363636 ... = : {· 

Ces remarques nous conduisent à constater que !l'adjectif fraotionnaiœ qua
<lifie la forme d'un nombre et non k nombre lui-même. 
]} est donc correct de .parler de nombres décimaux écri>ts sous forme frac
tionnaire ou ·en code fractionnaire e't de nombres décimaux écrits en code à 
virgule. De même, on parle de nombres rationnels écrits en code fractionnaire 
et de nombres rationnels écrits en code à virgule. 
Pour les nombres décimaux deux formes d'écriture sont présentées dans la 
méthodologie et dans les exercices destinés aux élèves de cinquième année: 
les codes à virgule et .Jes codes fractionnaires. 
Une activité est consacrée à 'l'introduction des codes à virgule; ene se situe 
dans le prolongement de recherches poursuivies dans les degrés précédents à 
propos de 'la numération, en pal'tÎCllilier des échanges, et de la mesure de 
surfaces et de 'lignes. 
La démarche qui conduit à 'l'écriture des nombres décimaux en code à vir
gu1le n'est pas unique. Quatre a,pproches sont proposées dans ~a méthodolo
gie: 

- la mesure de surfaces; 
- la graduation d'une droite; 
- les échanges de jetons; 
- .Je codage de mots. 

Tou'tes ces approches n'ont pas 1e même intérêt et la même portée. 
La mesure de surfaces elt la graduation d'une droite rouit ifondamenltalles allblrS 
que les deux autres recherches permeNent prirrcipallement de renforcer la 
compréhension de la notion de codes à virgule. 
Nous ne présenterons pas i'Ci toutes ·les démarches qui sont proposées, mais 
donnerons un aperçu de cdle qui prend la mesure de surface pour point de 
départ. 
Pour mesurer une surface S, on choisi·t une surface-unité. En observant le 
nombre maximum de surfaces-unités contenues dan\S la surface S et en cher
chant le nombre minimum de s·urfaces-unités nécessaires pour la recouvrir, 
on peut donner un bon encadrement de la mesure de S. L'intérêt de l'enca
drement dépend de la grandeur de la surface-unité choisie. P.Jus ia surface
unité choisie est petite, plus 'l'encadrement esL précis el pllus 'la mesme est 
précise. La nécessité de .}a précision de la mesure prend toute son impor
tance au momenlt où l'on compare les aires de ·urfaccs données. 
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On se propose -par exemple de classer par odre de grandeur ~es aires des trois 
surfaces suivantes: 

A B 

c 

On choisit une surface unité pour mesurer l'aire de ces surfaces, par exemple 

la surface U: D 
A cause de la forme des surfaces et de 1la grandeur de d'unité choisie, on doit 
procéder à des encadrements. En prenant la base quatre comme base de 
numération, on note que: 

- l'aire de la surface A est comprise entre 22 et 30; 
- 'l'aire de 1la surface B est comprise entre 22 e't 23; 
- 'l'aire de la surface C est comprise entre 22 et 23. 
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Ces encadrements ne nous permettent pas de déterminer 'l'aire ~a plus petite. 
ni l'aire 'la plus grande. 
Il faut avoir une mesure plus fine. On partage 1l'unité choisie. Comme c'est la 
base quatre qui a été choisie pour noter les encadrements, on parl}age 'l'unité 
en qU'atre parties, ce qui est aisé avec un carré. Chacune des parties est nom
mée quart de l'unité. 
En mesurant à nouveau .Jes surfaces A, B et C à l'aide des sul'faces-unités U 
et des quarts de cette unité, on obtien:t des mesures qui permettent de com
parer les aires: 

aire de A 
aire de B 
aire de C 

22 unités et 3 quarts de l'unité 
22 un ii tés et 2 quarts de funitê 
22 unités et l quart de l'unité 

Jil s'agit maintenant de trouver une manière simple d'écrire ces mesures. 
Plusieurs propositions faites par les éllèves •peuvent être envisagées. On est 
conduit à fai:re un choix et à utiHser ·la manière habitueHe, c'e&t-à-dire la vir
gUile qui sépare 'l'unité des parties de l'unité. 

On écrit finalement: 

aire de A 22,3 
aire de B 22,2 
aire de C = 22,1 

En condlusion, relevons trois points importants: 

- lorsqu'on compare •ta mesure d'objets de 1la vie courante, on est inévitabk
ment conduit à partager 'l'unité choisie; 
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la mesure des surfaces est ceLle qui convient le mieux aux maniptillarions; 
·pour une introduction, le choix de la base quatre est commode. 

1978 
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CH A P 1 T RE N N : Nombres naturels 

Propriétés des opérations 
par J.-J. DessouJlavy, membre du comité de redaction 

Associativité et commutativité de faddition ... 
Distributivité de la multiplication par rapport à l'addiJtion ... 
Associativité et -commutativité de la muiltiplication ... 

TeJlles sont les propriétés essenüeHes des opérations qu'iii est poss~ble de décou
vrir et d'·exploiter au niveau primaire. 
La méthodologie romande de mathêmatiq ue quatrième année, dans l'activité 2 
de la partie OP (opérations) présentait déjà une première approche de callculs 
en utflisant les propriétés des opérations. 
La méthodologie de cinquième année reprend cette n~ion dans l'activité 2 
de ·la parüe NN (nombres naturels). 
Face à une opération, ~l n'est souven1t pas uti·}e d'exécuter d'emblée et ma
chinalement des caku'ls, mais il importe d'observer iles termes de 'ladite opé
ration pour ex·aminer si l'on peut 1les associer d'une manière commode, 'les 
commuter, uti!liser une forme ou l'autre de compensation, <<distrilbuen> un 
des facteurs d'une multi:plioation, de manière à faciliter les caJlcu~s et à •les 
rendre plus rapides. 
I:l est évident que l'on ne peut utilliser les propriétés des opérations avec profit 
que si l'on domine suffisamment les tables d'additions et de mu1ltiplica'tions. 
Mais il es't frappant de constater que l'utiilisation des dites propriétés contri
bue également à une meilleure connaissance des tables. 
On peut en tout cas affirmer que les enfants prennent grand tylaisir à <<jan
glen> avec toutes ces possibilités de calculer, parce qu'ills y trouvent une 
grande liberté, parce que par eux-mêmes ils recherchent 1les procédés qui 
conviennent ·le mieux. 
L'enseignant doit, en effet, absolument renoncer à faire prévaloir son point 
de vue. Il ne s'agit nuillement d'imposer telle ou teNe manière de faire et la 
méthode qui paraît être la plus commode à l'enseignant n'est pas nécessaire
ment celle qui convient à chaque enfant (ou adulte!) en particulier. 
L'enseignant doit susciter chez les enfants •l'observation des rtermes d'une opé
ration, la discussion des procédés ut1lisés et la comparaison des avantages (ou 
inconvénients) respectifs de ceux-ci. Chacun s'habitue ainsi à choisir une 
manière de procéder bien adaptée. 
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Associativité et commutativité de l'addition 

Une addition: 15 + 35 + 12 + 23 + 44 + 21 = ... 

On peut poser cette opération en colonnes puis additionner les unités puis 
les dizaines en disant (ou pensant): 5 p'lus 5 ... 10, plus 2 ... 12, plus 3 ... 15, 
plus 4 ... 19, plus 1 ... 20, etc. 
Que 'l'opération se présente en ligne ou en colonnes, on peut aussi chercher 
à grouper, associer certains termes. Ici, par exemple, on pourrait dire: 

15 plus 35 égale 50; 
12 plus 23 égale 35; 
50 plus 35 égale 85; 
21 plus 44 égale 65; 
85 plus 65 égale 150. 

L'activité est essentiellement oraile. Elle demande au début un effort de mise 
en mémoire de résultats partiels, mise en mémorre de courte durée et qui 
s'acquiel't facilemerrt. Ble peut, cependant, être uülement soutenue par l'écri
ture au moyen de parenthèses ou par des i:.l1ustrations. On obtient, par exem
ple, pour cette addition: 

15 + 35 + 12 + 23 + 44 + 21 (15 + 35) + (12 + 23) + (44 + 21) 

15 + 35 + 12 + 43 + 44 + 21 """ / ., / "-... / 
50 35 65 

~ _>10~ 
1 50 

15 + 35 + 12 + 23 + 

\

'-..........1/ 
70 

----135 
150 

44 + 21 " / 65 

50 

50 

50 

+ 

+ 

+ 

15 + 

35 + 

(35 + 650 

100 

65 

150 

35 + 12 + 23 + 44 + 21 " / "/ '/" 
)0 

etc. 
0 

On constate que souvent 1les enfants choisissent d'associer des nombres refor
mant un nombre entier de dizaines. Cela semble, en effet, êltre ce qui faci.Iite 
le plus les calcUils. On ne saurait cependant en faire une règle. Voici, à titre 
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indicatif et relevées au cours d'une 1eçon, ~es différentes manières que quel
ques enfants nous ont indiquées pour calculer cet~e addition: 

Ernest: 

Andrée: 

Jean: 

Eliane: 

15 plus 35 égaJle 50; 
12 plus 23 égale 35; 
44 plus 21 égale 65; 
65 plus 35 égale 100 ... plus 50 égaJle 150. 

35 plus 12, •plus 23 égale 70; 
44 plus 21 égale 65; 
70 plus 65 égale 135; 
15 plus 135 égale 150. 

12 plus 23 égrule 35; 
35 plus 35 égaile 70; 
44 plus 21 égale 65; 
65 plus 15 égale 80; 
80 plus 70 égale 150; 

23 plus 21 égale 44; 
2 fois 44 éga!le 88; 
88 plus 12 égale 100; 
35 plus 15 égale 50, plus 100 égwle 150. 

Maurice: 15 pilus 35 égale 50, plus 12 égwle 62, plus 23 égale 85, plus 44 
égale 129, plus 21 égaJle 150. 

La commutativité n'intervient pas dans ce cas, pas ·pllus qu'il n'y a de mise en 
mémoire de résUJltats partieils. Robert, ilui aussi, utilise une manière sembl'able 
de faire, ne prononçant que ;}es résultats partiels en décomposant chaque 
terme: 

15 .. .45 ... 50 ... 62 ... 82 ... 85 .. .125 .. ,129 ,,130 ,,150 

Uessentieil, dans un tel travail, est que l'enfant calcule avec sûreté et aisance. 
Progressivement, i1l devient oapable, face à une opération, de décider rapi
dement s'i;J est préférable d'utiliser des •propriétés ou de recourir à I'a!lgorithme 
usuel qui, dans certains cas, permet seu'l de conduire au résultat avec sécu
rité. 

Distributivité de la multiplication par rapport à l'addition 

Dans !J'activité 5 de OP. dans la méthodologie de quatrième année, ~a distri
butivité de la mu:ltiplication par rapport à l'addition avait déjà été abordée. 
Elle est natureillement reprise dans ·la méthodo1logie de cinquième année, 
notamment pour jus'tifier •1a disposition des ca:lou~s en colonnes dans l'·wlgo
rithme habituel de la multiplication. 
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Ex-empile: 326 · 37 

300 20 6 326 30 7 37 

30 9000 600 180 9780 300 9000 2100 11100 

7 2100 140 42 2282 20 600 140 740 

37 11100 740 222 12062 6 180 42 222 

326 9780 2282 12062 

326 326 37 37 
37 37 326 326 --- - --

9780 2282 11100 222 
2282 9780 740 740 

222 11100 
12062 12062 ---

12062 12062 

Comme pour l'addition, !l'enseignant suscite de nombreuses manières d'effec
tuer .]es caJlculs omlement ou par écrit. 
Les enfants s'habituent toujours à choisir i]'a manière de oa:lcu~er qui kur con
vient le mieux, et qui peut naturellement varier d'un élève à Œ'autre. 

Exemple: 5 · 39 

5 • ( 30 + 9) = ( 5 

5 • ( 40 - 1) = ( 5 

30) + (5 • 9) = 150 + 45 195 

40) - (5 • 1) = 200 - 5 195 

5 • ( 20 + 10 + 9) = ( 5 • 20) + ( 5 • 10) + 5 

(2 • 2 • 1) • 39 - (2 • 39) + (2 • 39) + ~9· 

(39 0 10) f 2 = 390 f 2 D 195 

9) lOO + 50 + 45 

7B + 78 + 39 = 195 

etc. 

Des exercices écrits sont proposés aux enfants pour les habituer à cette distri
butivité. 

Exemple: 

5 . lB (10 . lB) .. ..... 
5 lB (18 : 2) ....... 
5 lB (5 .. ) (5 .. ) ....... 
5 . lB (5 .. ) + (5 . .. ) = ....... 
5 lB ........... 
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Ora~lement, 1'enfant ·pourrait dire: 

5 fois lü, cinquante; 5 fois 8, quarante; 50 plus 40, nonante. Ou bien: 5 fois 
20, cent; moins 5 fois 2,dix, donc nonante. 

On constate que rapidement et d'eux-mêmes les enfants suppriment Je mot 
<<égwle>>. Et même certains d'entre eux intériorisent les caJlcu,ls et ne font qu'ex
primer les résUJltats. 

Exemple pour 5 · 87: 

quatre cents, trente-cinq, quatre cent-trente cinq. 

Associativité et commutativité de la multiplication 

Sur des calcUils utilisant Ia distributivité viennent se greffer des cas où ['asso
ciativité et ·la commutativité de la multiplication facilitent les cwlcu,Js. 

Un seUil exemple: 35. 18 

35 18 35 (9 2) (35 • 2) • 9 = 70 • 9 630 

35 18 (7 5) • 18 7 • (5 18) = 7 90 630 

35 18 (7 5) (2 9) =(7 9) (5 2) 63 • 10 630 

35 18 (35 • 2) • (18 ' 2) = 70 • 9 = 630 

Dans ce dernier exemple intervient de surcroît l'idée de compens·ation: on ne 
change pas le produit si 1l'un des facteurs est mu1üplié et l'autre divisé par 
un même nombre. 
Cette idée de compensa:tion peut égalemen't intervenir dans 1le cas de la divi
sion: les enfants découvœnt que le quotient de deux nombres ne change pas 
lorsque simultanément on mUJlti:plie (divise) 'les deux nombres par un même 
f.acteur. 

Exemples: 

75 • 5 = (75 • 2) : (5 • 2) = 150 : 10 = 15 

135 15 = (135 • 2) : (15 • 2) = 270 : 30 = 9 

150 : 6 = (150 : 3) : (6 : 3) = 50 : 2 = 25 
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Des ~lilustrations de ce genre sont possibles éga•lement: 

35 lB 

,-A-, 
2 • 9 
~ 

70~, ' 

630' 

630 
fi 

Pour conclure, et même a:u risque de nous répéter, nous aimerions affirmer 
que de tels exercices, bien conduits ou suggérés par •l'enseignant, sont tplaisants, 
attrayants pour Ies enfants. Ils amènent progressivement >les enfants à domi
ner leurs calculs, à 1les exécuter correctement et aisément. 

Lorsque des relations portent sur des notations ... 
par Th. Bernet 

Voici un type d'exercice qu'on trouve dans plusieurs méthodo1logies, en 
Suisse et à l'étranger (fig. 1). 

Dessine les f;lèches ... eSt égatl à ... 

Le mot <<égruh> du lien verbrul fait-ill référence à a'égaJlité dans IN ? Iil semblle 
bien que oui. 
Pllaçons-nous dans IN. Queils sont 1les nombres naturcls égaux à 12? I1 n'y en 
a qu'un: c'est 12 luiwmême. Si nous dessinons un diagmmme filéché de l'égaJité 
dans IN, nous obtenons quelque chose comme ceci (fig. 2): 

... est égal à ... • 
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En fait, I'égalité dans IN ·est -l'iden'tité dans IN (bijection qui associe chaque 
éllément de IN à lui-même). 
Qu'est-ce qui fait la différence entre les diagrammes des figures 1 et 2? 
Dans la figure 1 un même nombre est représenté plusieurs fois. Cella est con
traire à .J'usage concernant 'les diagrammes de Venn: dans une <<patate>>, un 
élément ne doit être représenté qu'une seu1le fois. Cette règlle est 1la t·raduction 
du fait qu'un élément ne peut <<appartenir pluSÏ'eurs fois>> à un ensemble; iil 
lui appartient ou ne ·lui appartient pas (pour un éllément a et un ensemble E, 
on a soit a E E, soit a q; E). La figure 2, elle, est conforme à cette règle. 
Lorsqu'on ne se tient pas à cette règle, Ïll peut arriver des choses étranges, 
comme dans le cas suivant (fig. 3). 

Trace les flèches de 1la relation <<... est inférieur ou égwl à ... >> . • 

Voilà une <<relation d'ordre dans IN>> qui n'est pas antisymétrique! U y a 
certainement une erreur quelque part ! 
Dans les figures 1 et 3, on a représenté un même nombre plusieurs fois: 
10 + 2 est un signe, 20 - 8 en est un autre; iils représentent 'tous deux le 
même nombre. On écrit: 

10 + 2 = 20-8 

conformément à la rè~le usuelrle: 1e signe << = >> se note entre deux signes 
(deux notations) représentant rie même objet. 
Pour éviter un schéma dans ·lequel un même nombre a !}'air d'appartenir pilu
sieurs fois à un même ensemble, on peut se dire que 1la relation à étudier ne 
doit pas être considérée dans un ensemble de nombres, mais dans un ensem
ble de signes. << 10 + 2>> et <<20 - 8>> étant des signes différents, on les repré
sente alors chacun pour son compte. Pour insister sur .Je fait qu'on raisonne 
sur les signes, on peut prendre pour lien verba1l 

<< ... représente le même nombre que ... >> 

Si 'l'on s'interdit de figurer deux fois Ie même signe, par exemple <dO + 2>> et 
<<10 + 2>>, chacun dans un rectangile différent, on obtient une situation cohé
rente. 
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Urre autre manière d'éviter une partie des contradictions signailées est de don
ner une consigne telUe que: <<relie aes nombres égaux>>. L'exercice terminé se 
présente aJlors à peu près comme ceci (fig. 4). 

l1o·zl~ 
\ ~ 
l3x1t-l/ 

En dessinant autre chose que des flèches, on veut marquer qu'iii ne s'agit pas 
d'un diagramme de Ia sorte habitueHe, qu'on peut donc déroger aux règles 
concernant ·res diagrammes Pléchés. Cet1:e subtile dis-tinction peut-el,le être 
comprise des élèves? Et que répondre s'ils dessinent quand même des f,lèches 
et s'iJls prennent ensuite argument de ces exemples pour faire des schémas 
dans lesque}les un même éllément apparaît plusieurs fois à !l'intérieur d'une 
même <<boucle>>? 
Ajoutons une remarque d'ordre généraJl qui explique pourquoi H n'est proba
blement pas très heureux d'insister sur des relations portant sur Jes signes 
représentant des nombres. 
J;I est impossible d'énoncer des vérités sur des nombres naturels, par exemple, 
qui sont des objets de pensée, sans recourir à ri' usage de désignations. On es•t 
bien obligé d'uti:liser des signes tells que <<douze>>. ou <<12>>. ou <<8 + 4>>, ... pour 
représenter ce nombre auquel nous pensons en ce moment, vous et moi, au 
t·ravers de ces signes ! 

Pourtant on ne dit pas: 

le nombre représenté par <<douze>> est plus petit que le nombre représenté 
par <<quinze>> 

on dit: le nombre douze est plus petit que le nombre quinze 
ou encore: douze est plus pet·it que quinze. 

A moins de vouloir faire une étude des désignations, ce qui est déjà une acti
vité subtile, on sous-entend systématiquement 'l'expression <<représenté pan>. 
Ainsi, lorsqu'on écrit <<douze>>, on pense au nombre douze (qui, par exemple, 
est un multiple de 4) et non pas au mot <<douze>> (qui, par exemple, a 5 lettres). 
De même on écrit 

12=4+8 
et non pas 

le nombre représenté par «12>> = le nombre représenté par «4 + 8>>. 

Cela étant, on peut se demander s'ir! est bon de créer la confusion en s'écartant 
de cet usage et de faire étudier à de jeunes éllèves des relations portant sur des 
signes, ad:ors qu'en règle généraJle ces relations po·rten't sur aes nombres repré
sentés par ces signes. 
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Examinons encore deux exemples à •la lumière des remarques précédentes. 
D'abord ie cas des fractions ordinaires (fig. 5). 

Tra:ce les f-lèches de la rellation << ... n'est pas plus grand que ... >> 

• 3 

4 • 2 
ïj 

La relation <<· ·· n est pas plus grand que ... >> (ou < ) est défini dans l'ensem
ble <Q des n mbre rationnels. ou dans <Q+. 1/2 c L 2[4 s nl deux écritures 
représentan t le même nombre. l1l n'cs·L pas heureux. de 4es figurer 1par deux 
points distinct.. t rfa remarque reste va.lable !Si l'on considère ries fractions 
comme des co uples, ou comme des représentants de dlasses d 'équiva·l nec de 
coup'les. Ce qui reste, 'est qu 'on travaiB dans l'ensemble <Q . 

Pour les mêmes raisons il est inutitle de recourir à rl'usage du signe d'équiva
·lence = pour écrire 

sous prétexte que ~ et -~-sont des fractions différentes, qui ne sauraient être 

égrules, et qui ne sont donc qu'équiva1len'tes. Si il'on se place dans l'ensemble <Q 
des nombres rationnels, 11 ne fait pas de doute que ces fractions représentent 
ie même nombre et que, dès lors, 

3 6 
4 = s· 

bans le cas des quantités physiques on trouve une situation analogue. 

Considérons par exemple <<7.5 rn>> et «750 cm>>. Si l'on admet que ces deux 
écritures représentent 'la même quantité physique, on écrit 

7,5 rn = 750 cm. 

UtHiser Ie signe = voudrait dire qu'on xprime l'équiva'lence d'auu·e chose 
que de quantités physiques ... Mais de quoi a u juste'? De signes'? Ou d'autre 
ohose? Car ce n'est pas exolu. La question mériterait une étude plus appro
fondie. On voit que le souci d'apporter une précision supplém entaire ne .fait 
q u'augmcnter ria confusion . 
L ' usage du signe = m L 11e lecteur dans la silualioh de ne plus sa voir de quoi 
1 o n parle, puisqu on énol\ce quel1uc chose qui c ncernc des quantites physi
ques el qu'on l'exprime par un igne qui se rapporte ù aulrechose. 
Dans ce cas. comme dans les exemple,<; qui précèdent, ~1 vaudra it mieux éviter 
de placer les élèves simultanément sur .Je plan des signes et sur celui des objets 
qu'ils représentent. 
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Le boulier chinois (suite) 
par François Jaquet 

La multiplication 

Comme la mwltipilication par écril. en colonnes, l'opération effectuée sur le 
boulier n'échappe pas à rl'exigcnce sévère de certains préœquis: la maîtrise 
des tables d'addition et de mudLiplicalion. la connaissance et tla compréhension 
de la distributivité de 1a mUJltiplication par rl!lpport à rl'addhion, la compréhen
sion de la numération de 'POSÎ'tion et du calcul sur les 'PUissances de ria base. 
L'ut1lisateur du bourlier peut évidemment avoir retenu des recettes et des 
<<trucs>> comme le font certains de nos élèves pour effectuer une muiltiplica
tion par écrit. Iii ne pourra cependant pas se contenter d'une maît:rise relative 
de ses <<tables>>. Jil lui faut une sûreté absolue dans ce domaine, car Œ'opéra
tion terminée, H ne reste que .Je 'Produit sur •Je bouHer. Les calculs intermé
diaires s'effacent au fur et à mesure que le produi1t fina,l se construit, ce qui 
exclut toute vérification. 
La multiplication de deux nombres se décompose en produits partiels, par 
distributivité: 

Exemple: 47 X 512 

47 x 5oo-=:::::::4~ ~ ~~ 
47 x 512 47 x w-=::::::::::::40 x to 

7 x 10 

47 x 2-==:::::::::40 x 2 
7 x 2 

Sur le boUJlier, on place les deux facteurs ainsi: 

20 x 
35 x 
4 x 
7 x 
8 x 

14 

103 fig. 15 
102 fig. 16 
102 fig. 17 
10 fig. 18 
10 fig. 19 

fig. 20 

Le premier (47) est uti1i comme référence uniquemen.l. Si rla pllace 1le permet 
on le pose sur des ·Liges libres. à gauche; sinon on le ronserve par écrit, dans 
J'énoncé du problème par exemt)le. Le second l'acteur (512) se piace sur les 
Liges suivantes vers la gauche, ur lesquelles viendra se construire :Je produit 
final (fig. 14). 
Les différents produits partiels vont s'additionner, a·lors que disrparaîtrront, un 
~ un, les chiffres du second facteur, dès qu'ils auront été utilisés compilètemel}t: 

Départ tige-n:~re 

Hllltttl 
(4 7) (5 1 2) 

Fig 14 
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(4 X S). le 20 X lOS se place à partir 
de la lige a gauclie du 500 (5 x 102) 

2 0 (5 2) 
Fig. 15 



(7 X 5), le 35 X 102 remplace 
le 500 désormais inutile 

2 3 (5 1 2) 
Fig 16 

(4 X 2), 8 X JO vienl à gauche du 2 

2 4 0 5 (2) 
Ftg 19 

(4 X 1), 4 X 102 vîcnl à gaucbe 
du 1 X 10 

(7 X 1), 7 X 10 remplace le 10 
désormais inutile 

2 3 9 (1 2) 2 4 9 7 (2) 
Fi5 17 

(7 X 2), 14 remplace le 2 désormais 
inutile 

2 4 0 6 4 
Fig 20 

Fig LB 

Cette mlll1t1plication s'est ef
fectuée en six étapes, corres
pondant aux six produits par
tiels. Le problème des rete
nues et des addiltions ne se 
pose pas, pour autant que la 
technique additive soit maîtri
sée et au'tomatisée au niveau 
des manipulations. 

Voici encore un exemple de muWplication qui i~lustre 1la décomposition d'un 
produit par distributivité: 

345 x 158,5 = 54682,5 

produits partiels états successifs du boulier 

(158,5) 
300 x 100 = 3 x 104 3- (158,5) 

345 x 100~ 40 x 100 4 x 103 34(158,5) 
5 x 100 5 x 102 345(58,5) 

300 x 50 15 x 103 495(58,5) 

345 x 50~ 40 x 50 20 x 102 515(58,5) 
5 x 50 25 x 10 5175(8,5) 

~300X 8 24 x 102 5415(8,5) 

345 x 8 40 x 8 = 32 x 10 5447(8,5) 
5 x 8 40 x 1 54510,(5) 

300 x 0,5 15 x 10 54660,(5) 
345 x 0,5~ 40 x 0,5 20 x 1 54680,(5) 

5 x 0,5 = 25 x 10 1 54682,5 

Nous venons de donner ici une technique opératoire de 'la muiltiplioartion sur 
le bou:lier. J:l en existe beaucoup d'autres ayant toutes ceci de commun: on 
décompose toujours ·le produit en ses composantes fondamentwles et faddition 
des produits partiels n'est qu'une simple <<pose>> sur le boulier. Ces a'lgo
rithmes alllient rapidité, ingéniosité, sûreté, voire élégance. 

29 



La division 

Ici encore, les algorithmes sont nombreux. Nous en présenterons un qui se 
rapproche beaucoup de notre technique de division utillisée en Suisse romande. 
Nous n'entrerons pas dans les déta~ls et les justifications sur ~a façon de poser 
le dividende et ~e quotient. Nous nous contenterons de donner deux exemples 
de division. 

1. Division par un diviseur d'un dhiffre: 
21089 : 9 = 2342 + 2 : 9 

30 

Départ: on pose le dividende 
tige· repère 

/ 1 

' (2 0 8 9) 
Fig 21 

Dans 30, combien de fois 9? 
On pose 3 cl on soustrait 3 X 9 de 30 
H reste J89 

2 3 (3 8 9) 
Fig, 23 

U1! 1 t~ 29, combien de Iois 9? 
Otl IX* 2 ct on wustrait 3 X 9 de 29 
lllr.!.~'2 

'~ 1 B 
2 3 4 3 (2) 

Fig 25 

Dans 21, combien de fois 9 '! 
On pose 2 et on soustrait 2 X 9 de 21 
11 reste 3089 

2 
Fig 22 

(3 0 8 9) 

Dans 38, combien de fois 9? 
011 fii' ..C .Il et on soustrait 4 X 9 de 38 
1J ~lc'~ 

2 3 4 (2 9) 
Fig. 24 

Quotient entier: 2342 



2. Division par un diviseur de rplus d'un chif.fre: 
6165 : 45 = 137 

0\::part : on pose 6165 (le"' 1 pla
cé sur la gauche, en mémolrl'J 

tiF:e · ,·~ >tr( \ 

(6 6 5) 
Fig 26 

Dans 315, CCJmbicn de fois 45? 
On sous-cstin1c •. ct on pose 6, On 
soustrait 6 X 45dc315, 
]] n~ID 45 

Il 
Ir 1 1 

3 6 (4 5) 
F1g 29 

Dans 61, combien de fois 45? 
On pose J et on soumait 1 X 45 
de 61 (en deux étapes: 1 X 40 et 
1 X S) 
llreste166S 

(1 6 6 5) 
Fog 27 

On reprend en constatanl qu'il y a 
encore une fois 45 dans 45, on ajou
te J sur la tige des unités 
Le quoticm est exact 

3 7 
Fig )(). 

En guise de conclusion, ces quelques mots: 

Dans ] flb. combien de fois 45 ! 
On p:r~o ) Cl on soustrait 3 X 45 
de 1 ~ (~n deux étapes) 
llr~tc .l i S 

! 3 1 t ~ 

3 (3 5) 
Fig 28 

Dans les traités sur le maniement du boulier, on insiste beaucoup sur l'entraî
nement et .J'exercice, on donne des <<raccourcis>>. on demande à ~'utiJisateur 
de rechercher des procédés plus économiques en mouvements. Le maniement 
du bou1lier est élevé au rang d'art. 
Le lecteur de Math-Ecole n'atteindra pas cette perfection, demandée à ·l'éco
lier chinois. Il aura tout d'abord de 'la peine à se procurer un bou:lier- qu'on 
trouve cependant parfois dans 'les boutiques de <<chinoiseries>> de nos pays 

1 (fig. 29) Il est évident qu'un utilisateur entraîné ne fera pas cette sous-esti
mation et qu'il arrivera en une seule étape à la fin de sa division. 
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occidentaux. II n'aura ensuite pas 1le temps de s'entraîner. Même dans l'éven
tualité où H obtiendrait une sûreté et un rythme <<rentable>> par rapport au 
cakul écrit, ~1 sera découragé par les capa·cités supérieures du concurrent 
éllectroniq ue, la calculatrice. 
H reste de bonnes raisons cependant de s'intéresser au bou<lier et à son manie
ment: la découverte ou plutôt <<redécouverte>> de techniques deux à trois fois 
mi<Hénaires; ·la wnstatation de l'universalité de certains a.Jgorithmes, une 
meilleure connaissance et une plus grande estime de ce qui n'est pas occi
dental, la recherche d'un certain art de vivre qui s'exprime jusque dans le 
cal:cul. N'est-ce pas suffisant? 

• (<LU pour VOUS>) 

Jean et Simonne Sauvy viennent de publier (Paris, OCDL, 1977) <<L'espace et 
la v1J.le>>: un recueil de 18 fiches de travail pour des activités multiples a11lant 
de 'la géographie à 1la mathématique en passant par l'histoire, :Je dessin et les 
travaux manuels. 

Thèmes: Observation d'un quartier, perspectives, changement de .points de 
vue, maquettes, plans à mai'lles carrées, déplacement des ombres, cadran 
sorlaire, construction, mesure de distances horizont•a!les et hauteurs, profi,ls 
et relevés, etc. 

Les -travaux, exercices et jeux proposés autorisent aussi bien des activités en 
olasse ou à la maison que sur -le terrain. 

Les notions mathématiques pré-requises sont réduites à quelques connais
sances sur les opérations (addition et mu:ItiliJlication simples) et quelques 
notions de représentation d'une siotuation spatirule au moyen de schémas, 
réseaux, croquis. 

Les possibillités de recherche et de découverte sont, en revanche, extrême
ment riches et <<collent>> parfaitement au monde dans lequel vit .J'enfant de 
'la fin du XXe siècle. 

Un b~l exemple d'activités d'éveil en pluridisciplinarité. 

IRDP, No 9693. 
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