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INTRODUCTION.

Dk quort s’AGIT-1L ?

Parler des nombres décimaux, c'est par-
ler d'une écriture de nombres. Prenez les
nombres entiers écrits en numération de
position en base 10. Vous y ajoutez une vir-
gule apres le chiffre des unités, et le chiffre
suivant indiquera le nombre de dixiemes
de 'unité, le nombre suivant le nombre de
dixiemes du dixieme de l'unité, et ainsi de
suite. Les enfants diront : « les nombres &
virgule ! ». Nous pourrions dire aussi que les
nombres décimaux dont il sera question ici
sont les nombres rationnels écrits en écriture
décimale, et dont la période est 0.

POURQUOI UN ARTICLE A PROPOS DES
NOMBRES DECIMAUX ?

La description sommaire ci-dessus ne consti-
tue pas, vous vous en doutez, une définition
trés rigoureuse. Cet article en présentera
quelques-unes, ce qui devrait permetire
d’éclairer quelques difficultés que I'on pour-
rait renconfrer dans I'usage ou I'enseigne-
ment de ces objets. Dans la vie courante
et parmi toutes les écritures de nombres
qui y apparaissent, les nombres décimaux
occupent une place maijoritaire. La plupart
des situations de mesures de grandeurs
vont utiliser des nombres décimaux. Il ne
me parait donc pas superflu de se pencher
une fois de maniére plus approfondie sur
cet ensemble, de rechercher en quai il se
distingue d'autres ensembles de nombres.

A QUI S’ADRESSE CET ARTICLE ?

Aux enseignantes et enseignants de mathé-
maftiques qui doivent enseigner les nombres
et les calculs qui leurs sont associés, donc
enseigner différentes écritures de nombres.
lls pourront alors comparer les définitions
proposées ici avec celles décrites dans les

I La deuxieme partie de cet article paraitra dans le pro-
chain numéro de Math-Ecole.

moyens d’'enseignement qu'ils utilisent, mais
aussi avec les leurs propres. Les personnes
chargées d’'élaborer des moyens d'ensei-
gnement, les didacticiens, les mathéma-
ticiens pourraient également y trouver, je
I'espere, un certain intérét.

CONTENU DE L’ARTICLE.

Quelques définitions des nombres déci-
maux, accompagnées de quelques com-
mentaires, occuperont la plus grande par-
fie de ce texte. S'y agjoutera une incursion
dans le domaine du calcul, pour mettre en
évidence quelques difficultés ou surprises
que réservent une approche un peu plus
approfondie de ces nombres.

QUELQUES DEFINITIONS DES NOMBRES
DECIMAUX.

SiMoN STEVIN (1548-1620).

La premiere définition des nombres déci-
maux en tant qu’objets mathématiques
est attribuée a Simon Stevin qui publie, en
1585, un ouvrage écrit en flamand et infi-
tulé « La Disme »2. Stevin, né a Bruges, a été
employé de banqgue, ingénieur civil et mili-
taire, précepteur de Maurice de Nassau,
professeur de mathématiques & I'école
d'ingénieurs de Leyde. Il eut une grande
influence sur son temps, s'intéressant a de
multiples domaines comme I'hydrostatique,
la mécanique, I'astronomie, la navigation,
la construction de digues, de moulins &
vent, de fortifications.

Avant la parution de La Disme, les nombres
rationnels utilisés dans la vie courante s'écri-
vaient la plupart du temps en juxtaposant
d un nombre entier, généralement écrit en
chiffres arabes, des rompus, c'est-a-dire des
fractions de I'entier. Ces rompus étaient de
toute nature, pas souvent des fractions dé-
cimales et variant selon le type de grandeur
considéré. Mesurer la longueur d'une piéce
de fissu, par exemple, pouvait se faire de
maniére fort différente de la mesure des di-
mensions d'un champ. Les régles de calcul,
effrayantes avec de tels nombres, ont-elles
incité Stevin, dont les multiples activités
I'amenaient a les utiliser sans cesse, d pro-
duire un systéme plus général et beaucoup
plus simple, nous n'en savons rien. Mais cela

2 http://adcs.home.xs4all.nl/stevin/telconst/10sme.html
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parait bien vraisemblable a lire son intro-
duction, dans laqguelle il s’adresse a toutes
sortes de corps de métiers®, je le cite : « as-
frologues, arpenteurs, mesureurs de tapisse-
rie, gavieurs?, stéréométriens en général, et
a tous les marchands » pour leur vanter la
simplicité de son systeme. Stevin présente
les décimaux en deux parties : d'abord des
définitions, puis les algorithmes d'opéra-
fions, addition, soustraction, multiplication,
division, et leurs jusfifications.

Dans sa définition |, il baptise son systeme
Disme, le situe comme « permettant de
gérer tous comptes se rencontrant aux af-
faires des hommes » par usage unique de
nombres entiers écrits en base 10, soit sans
faire appel aux rompus.

Il définit ensuite une écriture de ses nombres,
par usage extensif de « la dixieme progres-
sion », en baptisant tout entier de commen-
cement, dont le signe est (0) puis en défi-
nissant un signe pour chaque dixieme : (1)
pour le dixieme d'un commencement, ap-
pelé prime, (2) pour le dixieme d'un dixieme
de commencement, appelé seconde, et
ainsi de suite. Ainsi :

8(0)9(1)3(2)7(3)

désigne 8 commencement, 9 prime, 3 se-
conde et 7 tierce, soit ensemble :

8+9/10+3/100+7/1000

Nous dirions aujourd’hui 8 entiers 9 dixiemes
3 centiemes et 7 miliémes, que nous écri-
vons 8,937. L'écriture utilisée par Stevin est
donc une écriture polynomiale, que nous
pourrions traduire par :

8.10°%49.10'+3.10%+7.10°

notation finalement trés proche des rompus
dont veut se défaire Stevin, mais faite exclu-
sivement de dixiemes parties. Il prend soin
de préciser :
e aucun nombre ne peut dépasser 9, sauf
le commencement ;
¢ siunsigne est « défaillant » (par exemple
pas de tierce), il faudra noter O tierce, soit
0(3) dans I'écriture du nombre.

Toutes les démonstrations qu'il fera ensuite
pour justifier les algorithmes qu'il propose se-

3 Sur les mathématiques de I'ingénieur a I'époque, voir
I'article de C. Goldstein (2012).
4 Mesureurs de capacité, en particulier pour le vin

ront basées sur la comparaison de ces deux

écritures (rompus et Disme). Preuve est éga-

lement faite, du méme coup, que toutes

les opérations sur des nombres de Disme se

raméenent d traiter des nombres entiers, et

a traiter ensuite le signe du dernier chiffre.

Les démonstrations sont conduites sur un

exemple, & charge au lecteur d'en saisir la

généralité. Ainsi :

2/10 et 3/100 multipliés font 6/100,

donc 2(1) multiplié par 3(2) fait 6(3), (3) est

obtenu par (1) + (2).

L'objet « nombre décimal », chez Stevin,

est donc essentiellement & chercher dans

I'écriture polynomiale qu'il définit :

8(0)9(1)3(2)7(3)

s'écrit en effet aujourd'hui :

8.10°+9.10"+3.102+7.10°3

Il est alors facile de calculer avec de telles
écritures, et c’est bien I'objectif visé. Stevin
peut alors proposer a toutes sortes de corps
de métier de I'époque, comme il le dit dans
son infroduction, des méthodes de calcul
simples et rapides.

Implicitement, Stevin procéde donc par
extension des nombres entiers, chaque
nombre de Disme étant en fait déterminé
par un couple d'entiers, le premier formé
de tous les chiffres utilisés, dans I'ordre, sans
omettre de zéro en cas de défaillance d'un
signe, le second étant le signe du dernier
chiffre.

8(0)9(1)3(2)7(3)
est traité comme le couple (8937 ; 3)°.
Mais Stevin ne I'explicite jomais de cette
maniére.
Ses nombres de Disme sont-ils plongés

dans un ensemble plus grand 2 Stevin nous

donne quelques indications & ce sujet en

considérant la division 4(1) divisé par 3(2) :
« Alors le quotient ne pourra s'expliquer
par nombres entiers, il apparait qu'ily en
sortira infiniment des trois, restant toujours
un tiers. En tel accident, I'on peut appro-
cher si prés, comme la chose le requiert,
omettant le résidu. Il est bien vrai que

13(0)3(1)3.1/3(2), ou 13(0)3(1)3(2)3.1/3(3), etc.

5 Soit 8937 milliémes.



ferait le parfait requis, mais notre intention
est d'opérer en cette Disme, par nombres
tous entiers, car nous voyons G ce qui
s’observe aux négoces des hommes, la
oU on ne fait point compte de la millieme
partie d'une maille, d'un grain, efc., [...]
cette imperfection est plus utile que telle
perfection. »

Stevin laisse donc cette « perfection » &
d'autres, en imposant de « n'opérer que
par nombres tous entiers ». |l est donc par-
faitement conscient qu'un ensemble de
nombres plus grand, dont « les parfaits
requis », contient la Disme. Mais il en défi-
nit bien les contours, en précisant d'opérer
que par nombres tous entiers. Cette Disme
se dirait donc aujourd’hui ensemble des
nombres décimaux limités, ensemble dési-
gné par ID, et sur lequel nous reviendrons
plus loin.

HEeNR1 LEBESGUE (1875-1941).

Une description des nombres est proposée
par Henri Lebesgue dans un livre qu'il écrit
au début du 20e siecle : « Sur la mesure
des grandeurs ». Dans son infroduction, il
précise s'adresser a de futurs professeurs
de I'enseignement secondaire, son propos
sera donc :

« pédagogique, si j'ose employer ce qua-
lificatif qui suffit ordinairement pour faire
fuir les mathématiciens ».

Cette boutade est-elle encore aujourd’hui
d'actudlité 2 Il va préciser d'emblée que la
mesure des grandeurs est le point de départ
de toutes les applications des mathéma-
fiques, « cette mesure fournissant le nombre,
c'est-a-dire I'objet méme de I'Analyse ». |l
insiste sur la nécessité non pas de définir un
objet, trop souvent chargé de métaphy-
sique, mais plutét de ce que I'on en fait. Son
approche est donc expérimentale, assurant
ainsiun sens aigu de laréalité, a éveiller chez
les jeunes, « apres, mais apres seulement, le
passage a I'abstrait peut étre profitable ».
Il considére donc « I'Arithmétique comme
une science expérimentale au méme fitre
qu'une autre », et cette Arithmétique s'est
édifiée « parce que nous disposons d'une
définition compléte du nombre : la descrip-
tion de I'opération qui le fournit ». Il passera
donc, dans sa construction, directement

du nombre entier écrit en numération déci-
male, « car nous avons la chance unique
d’avoir a notre disposition une langue uni-
verselle, la numération décimale écrite »,
au nombre le plus général. Je reproduis ci-
dessous la phase fondamentale de cette
construction.

«Dans cet exposé, aprés avoirindiqué des
besoins qui ont pu conduire les hommes a
comparer des distances, & définir les mots
distances égales ou inégales, je décrirai
le procédé de comparaison : soit & com-
parer AB et le segment U, appelé I'unité.

Portons U sur la demi-droite AB, & partir
de A en Aq, puis a la suite en ab, etc. Et
soit Al la derniere extrémité ainsi atteinte
avant de dépasser B. Si on a atteint A en
portant 3 fois U on dira que la longueur
de AB (sous-entendu avec l'unité U) est 3
si Al est en B; dans le cas contraire, on
dira que la longueur de AB est supérieure
a 3 et inférieure a 4. Exprimant par-la que
B est toujours I'un des points du segment
AIBI d'origine Al et égal a U, mais n'est
jamais le point B1.

Divisons U en 10 parties égales; c'est-a-
dire prenons un segment Ul avec lequel
la mesure de U soit 10 et recommencgons
les opérations; nous arriverons & un seg-
ment A2B2 contenu dans AI1BI et la lon-
gueur de AA2 avec I'unité Ul sera com-
prise entre 30 et 39; soit, par exemple, 37.
La longueur de AB avec I'unité Ul sera
dite au moins égale a 37 et inférieure a 38.
En passant de méme de Ul a un segment
U2, on arrivera par exemple & 376 et 377;
puis & 3760 et 3761; puis & 37602 et 37603,
etc. »
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Figure 1

I s’agit maintenant d’examiner un sym-
bole, qu’'on appellera nombre et qui, étant
le compte rendu complet de cette suite
indéfinie d’opérations, en pourra étre dit le



résultat. On y arrive tres facilement, par les
remarques suivantes : A chaque stade de
la mesure, on obtient deux entiers, 37 et 38,
ou 37602 et 37603, qui different exactement
d'une unité; donc il suffit de conndaitre la
suite des entiers inférieurs obtenus a chaque
stade.

Or cette suite, 3, 37, 376, 3760, 37602, ... est
telle que chaque nombre est obtenu en
écrivant un chiffre d la droite du nombre
précédent. Dés lors la connaissance d'un
des nombres de la suite fournit tous ceux
qui le précéedent. Si, du moins, on sait a quel
stade le nombre connu a été obtenu [...].

On aboutirait ainsi & la notation ordinaire
des nombres. Dans cette notation, les zéros
placés a la gauche de I'entier obtenu au
premier stade (lequel peut étre zéro) n'ont
aucune importance ; par analogie, lorsqu’il
arrive que tous les chiffres de droite sont
des zéros & partir de I'un d'eux, on convient
volontiers de les omettre en conservant fou-
tefois ceux de ces zéros qui seraient avant
la virgule. Lebesgue dit alors qu'il s"agit d'un
nombre décimal exact. Actuellement, I'ap-
pellation est simplement nombre décimal

On peut donc considérer les nombres
ainsi construits par Lebesgue comme des
nombres décimaux illimités, et ceux qui se
terminent par une suite infinie de zéros sont
les nombres décimaux exacts, ou limités.

La construction de Lebesgue permet donc
de passer directement du nombre entier
au nombre le plus général, qu'il soit déci-
mal exact, rationnel ou méme irrationnel.
En effet, la comparaison qu'il propose entre
un segment AB et une unité U est valable
pour tout segment AB, il pourrait tout a fait
étre la diagonale d'un carré par exemple.
Mais en mathématicien sérieux, encore
doit-il s'assurer qu’inversement, toute suite
de chiffres indéfinie vers la droite (ce qui
veut dire qu’elle peut étre infinie mais que
I'on sait I'écrire aussi loin que I'on veut), et
comportant une virgule, est la mesure d'un

segment. Reprenons le texte de Lebesgue :

« Si, connaissant cette suite, on cherche a
construire AB & partir de A sur une demi-
droite AX, on obtient de suite les segments
AIBI, A2B2, ... emboités les uns dans les
autres.

o Ay fv By
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Figure 2

Des axiomes de la géométrie, il résulte
qu'il existe un point B commun & tous ces
segments selon I'axiome de continuité, et
qu'il n'y en a qu'un seul selon I'axiome
d'Archimede. On a donc un segment
AB bien déterminé, mais la longueur de
AB ne sera la suite de chiffres d’ou on est
parti que si B ne coincide avec aucun des
points Bi. On voit immédiatement que ce
cas se présente si, et seulement si, tous
les chiffres de la suite sont des 9 a partir
d'un certain rang. De felles suites sont
donc a exclure, toutes les autres sont des
nombres. »

Expliquons cela. On I'a vu au début, les
points Ai sont tfoujours la derniere extrémité
avant le point B, ou & la limite confondus
avec B, AiB est donc toujours plus petit
que Ui, ou nul, et Bi est ainsi foujours stric-
tement & la droite de B, et ne peut jamais
étre confondu avec lui. Mais si la suite de
nombres est formée d’'une infinité de 9, tous
les segments emboités auront comme point
commun unigque le point Bi, qui pourtant ne
peut pas éfre B. Ily aurait confradiction avec
la construction proposée par Lebesgue. Ce
dernier élimine donc sans état d’édme un tel
nombre comme pouvant appartenir & son
ensemble. Nous reviendrons plus loin sur ce
cas un peu étrange, et qui nous fait sentir
tout le soin qu'il est nécessaire de prendre
lorsque I'on s'approche de quantités infini-
ment petites ou infiniment grandes. Ces dif-
ficultés ne seront en fait vaincues que vers
la moitié du 19e siecle.

Le nombre chez Lebesgue n’'est donc pas
prioritairement une écriture, comme chez
Stevin, mais une sorte de protocole expéri-
mental de mesure de toute grandeur. Sou-
cieux d'une rigueur axiomatique, il fait ap-
pel d I'axiome de continuité et a I'axiome
d'Archiméde, sur lesquels nhous reviendrons
peut-étre dans un prochain article, et regle
de maniere drastique le cas d'un périodique
de période 9,comme le fameux 0,999.....
D’autre part, il réglera la question de la
mesure de deux segments isométriques dis-
tincts par la graduation de la droite numé-



rigue, en utilisant les déplacements laissant
fixes cette droite : symétrie centrale autour
d’'un point de la droite et translation par un
vecteur porté par la droite.

Il lui reste & définir I'opération d'addition :
connaissant la longueur de deux segments,
comment frouver celle du segment somme,
et I'opération de multiplication. Pour cette
derniére, il est intéressant d'observer la
situation proposée par Lebesgue pour son

tfraitement:

« On connaitlalongueur, soit par exemple
37,425... d’'un segment AB avec I'unité U,
etla longueur de U par rapport & une uni-
té V, soit 4,632..., quelle est la longueur de
AB avec l'unité V 2 »

Lebesgue rappelle en note que

« la multiplication des entiers est suppo-
sée avoir été définie en termes analogues
[...]; toute question qui conduit & une
multiplication est un probléme de chan-
gement d'unité, ou d’objet: 5 sacs de
300 pommes; 2m.75 d'étoffe a 28fr.45 le
métre ».

Il n'utilise donc pas la situation classique fai-
sant infervenir une disposition d'objets selon
un réseau rectangulaire ou celle de la dé-
termination de I'aire d'un rectangle, notion
qu'il traite dans un autre chapitre.

Nous laissons le lecteur apprécier cette ap-
proche de la multiplication proposée par
Lebesgue, alors que nous sommes plutdt
fort habitués a I'enseigner par le biais de la
détermination de I'aire d'un rectangle.

Soulignons enfin I'association essentielle
que fait Lebesgue entre géométrie, des
segments sur une droite, et I'écriture de ses
nombres traduisant un protocole de mesure

de ces segments.
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